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PHAN MG PAU

Co hoc nghién citu cdc quy luat can bang va chuyén dong cua vat thé duéi
tdc dung cta luc. Can bing hay chuyén dong trong co hoc 1a trang thdi ding yén
hay doi chd clia vat thé trong khong gian theo thoi gian so vé6i vat thé khac dugc
lam chudn goi 1a hé quy chiéu. Khong gian va thoi gian & day doc 1ap véi nhau.
Vat thé trong co hoc xay dung dudi dang cdc mo hinh chét diém, co hé va vat

ran.

Co hoc dugc xay dung trén co so hé tién dé cua Niu ton dua ra trong tac
pham néi ti€ng " Co s todn hoc cua triét hoc tu nhién" nam 1687 - chinh vi thé

co hoc con dugce goi 1a co hoc Niu ton.

Co hoc khéo sat cac vat thé c6 kich thuéc hitu han va chuyén dong vdi van
toc nho hon van t6c¢ dnh sdng. Cac vat thé c6 kich thudc vi mo, chuyén dong ¢
van toc gan va6i van tdc anh sang duoc khao sat trong gido trinh co hoc tuong doi

cua Anhxtanh.

Trong cac trudong dai hoc ky thuat, co hoc 1am nén tang cho cdc moén hoc
ky thuat co s& va ky thuat chuyén nganh nhu sic bén vat liéu, nguyén 1y may,
dong luc hoc may, dong luc hoc cong trinh, 1y thuyét tinh todn may nong nghiép,

1y thuyét 6 t6 may kéo v.v...

Co hoc di ¢6 lich sir lau doi cing véi qud trinh phét trién ciia khoa hoc tu
nhién, bit dau tir thoi ky phuc hung sau d6 dugc phat trién va hoan thién dan.
Cac khao sdt c6 tAm quan trong dic biét 1am nén tang cho su phdt trién cua co
hoc 14 céc cong trinh cia nha bac hoc ngudi Y Galile (1564- 1642). Galile da
dua ra cdc dinh luat vé chuyén dong cta vat thé dudi tdc dung cta luc, dic biét 1a
dinh luét quan tinh. Dén thoi ky Niuton (1643- 1727) 6ng da hoan tat trén co s&
thong nhat va m& rong co hoc cua Galilé, xay dung hé thong cac dinh luat mang
tén 6ng - dinh luat Niuton. Tiép theo Niuton la Palambe (1717- 1783),
Ole ( 1707 - 1783) da c6 nhiéu déng gép cho co hoc hién dai ngay nay.
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Ole 1a nguoi dit nén méng cho viéc hinh thanh moén co hoc giai tich ma

sau nay Lagorang, Haminton, Jaccobi, Gaoxo da hoan thién thém.

Cian ct vao noi dung va cac dic diém cua bai todn khdo sét, chuong trinh
co hoc giang cho cdc trudng dai hoc k§ thuat cé thé chia ra thanh cdc phan: Tinh
hoc, dong hoc, dong luc hoc va cdc nguyén 1y co hoc. Tinh hoc nghién ctu céc
quy luat can bing cta vat thé dudi tic dung cua luc. Pong hoc chi nghién cttu
cac quy luat chuyén dong cua vat thé don thuin vé mit hinh hoc. Pong luc hoc
nghién ctu céc quy luat chuyén dong cia vat thé duéi tic dung cta luc. Cac
nguyén ly co hoc 1a ndi dung co ban nhat cta co hoc giai tich. Co hoc giai tich

chinh 1a phan dong luc hoc cua hé dugc trinh bay theo hudng giai tich hoa.

Co hoc 1a khoa hoc c6 tinh hé thong va dugc trinh bay rat chat ché€ . Khi
nghién ctitu mon hoc nay doi hdi phai nam viing céc khai niém co ban va hé tién
dé, van dung thanh thao cdc cong cu toan hoc nhu hinh giai tich, cidc phép tinh vi
phan, tich phan, phuong trinh vi phan... dé thi€t 1ap va chiing minh cac dinh ly
duoc trinh bay trong mon hoc.

Ngoai ra ngudi hoc can phai thudng xuyén giai cac bai tap dé cung co kién
thic dong thoi rén luyén k§ nang dp dung ly thuyét co hoc giai quyét cac bai

toan k¥ thuat.
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Phan |
TINH HOC

Chuong 1

CAC KHAI NIEM CO BAN VA HE TIEN PE CUA TINH HOC
LY THUYET VE MO MEN LUC VA NGAU LUC

1.1. CAC KHAI NIEM CO BAN

Tinh hoc nghién citu cdc quy luat can bang clia vat ran tuyét doi dudi tac

dung cua luc. Trong tinh hoc ¢6 hai khéi niém co béan 1a vat ran tuyét doi va luc.

1.1.1. Vat ran tuyét doi

Vat rin tuyét doi 1a vat thé ¢6 hinh dang bat bién nghia 1a khoang cach hai
phan tir bat ky trén nd luon luon khong déi. Vat thé c6 hinh dang bién déi goi la
vat bién dang. Trong tinh hoc chi khao sat nhitng vat thé 13 ran tuyét doi thudong
goi tat 12 vat ran. Thuc t€ cho thdy hiu hét cdc vat thé déu 1a vat bién dang. Song
néu tinh chat bién dang ctia n6 khong anh hudng dén do chinh xac can c6 cua

bai todn c6 thé xem né nhu vat ran tuyét doi trong mo hinh tinh todn.

1.1.2. Luc va cac dinh nghia vé luc

Luc 1a dai lugng do tidc dung co hoc giita cdc vat thé v6i nhau. Luc duoc
biéu dién bang dai luong véc to ¢ ba yéu t6 dic trung: do 16n (con goi 1a cudng
do), phuong chiéu va diém dat. Thi€u mot trong ba yéu t6 trén tac dung cta luc
khong dugc xdc dinh. Ta thudng ding chif cdi c6 dau véc to & trén dé ky hiéu céc
véc to luc. Thi du céc luc P, F,.... N. Vi cdc ky hiéu nay phai hiéu ring cac
chit cai khong c¢6 dau véc to & trén chi la ky hiéu do 16n ctia n6. Thi du do 16n
cua cdc luc P, F... N 1a P, F, ..N. Do 16n ctia cac luc ¢6 thit nguyén 1a Niu ton
hay boi s6 Kilo Niu ton viét tat 1a (N hay kN).

Sau day gi6i thiéu mot s6 dinh nghia:
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Hé luc: Hé luc 1a mot tap hop nhiéu luc cling tac dung Ién vat ran.

Luc tuong duong: Hai luc tuong duong hay hai h¢ luc twong duong 1a hai
luc hay hai hé luc c¢6 tic dong co hoc nhu nhau. Dé bi€u dién hai luc tuong
duong hay hai hé luc twong duong ta dung dau tuong duong nhu trong toan hoc.
Thi du hai luc F va P tuong duong ta viét F ~P . Hai hé luc (R, F,,.. F,) va ( P,
P,,.. P.) tuong duong ta viét (F, F,.. F,)~( P, P,,.. P.).

Hop luc: Hop luc cta hé luc 1a mot luc twong duong véi hé luc da cho. Thi

dunéucé R ~(F, F,,.. F,) thi R duoc goi 1a hop luc cta hé luc (F, F,,.. F,).

Heé luc can bang: Hé luc can bang 1a hé luc twong duong vGi khong (hop
luc clia n6 bang khong). Thi du: hé luc (R, F,.. F,) la can bing khi

(F, F.. F)~0.

1.2. HE TIEN PE CUA TINH HOC

Tinh hoc duoc xay dung trén co s& sdu tien dé sau day:

Tién dé 1: (Hé hai luc can bang)

Diéu kién can va du dé hai luc can bang 1a hai luc d6 c6 cung do 16n, cliing
phuong, ngugc chiéu va ciing dat 1én mot vat ran. Tacé (R, F,) ~0khi F =- F,.

Tién dé 2 : ( Thém hodc b6t mot hé Iuc can bang)

Tac dung cua hé luc lén vat rin s& khong doi néu ta thém vao hoic bét di

mot hé luc can bang.

Tién dé 3: ( Hop luc theo nguyén tac hinh
binh hanh)

Hai Iuyc cling dit vao mot diém trén vat rin

c6 hop luc duoc biéu dién bing dudng chéo cla
hinh binh hanh ma hai canh 12 hai lyc d cho. Hinh 1.1
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Hinh vé& 1.1 Biéu dién hop luc ctia hai luc F, F,. Vé phuong dién véc to c6

thé viét: R =F + F,.
Tién dé 4: ( Luc tac dung tuong ho)

Luc tdc dung twong héd gitta hai vat ran ¢6 cing do 16n, cung phuong

nhung ngugc chicu.
Tién dé 5: (Tién dé hoa ran)

Mot vat khong tuyét doi rdn dang ¢ trang thdi can bang khi hod ran né van

gilt nguyén trang thai can bang ban dau.
Tién dé 6: ( Giai phong lién két)

Trudc khi ph4t bi€u tién dé nay can dua ra mot s6 khai niém vé: Vat rin

tu do, vat ran khong tu do, lién két va phan luc lién két.

Vat ran tu do 12 vat rdn c¢6 kha nang di chuyén theo moi phia quanh vi tri
dang xét. Néu vat rdn bi ngan can mot hay nhiéu chiéu di chuyén nao d6 duogc
goi 1a vat rdn khong tu do. Nhitng diéu kién rang budc di chuyén cia vat rin
khao sat goi la lién két. Trong tinh hoc chi xét lién két do su ti€p xiuc cta cac vat
ran v6i nhau (lién két hinh hoc). Theo tién dé 4 gitta vat khao sat va vat lién két
xudt hién céc luc tdc dung twong hd. Ngudi ta goi cac luc tdc dung tuwong ho gitta

vat lién két 1én vat khao sat 1a phan luc lién két.

Dé khdo sat vat rin khong tu do ta phai dua vao tién dé giai phong lién két
sau day:

Tién dé:Vat ran khong tu do ¢ thé xem nhu vat rin tu do khi giai phong
céc lién két va thay vao dé bang céc phan luc lién két tuong Gng.

Xéc dinh phan luc lién két 1én vat ran 12 mot trong nhitng noi dung co ban
clia cdc bai toan finh hoc. Sau day gidi thiéu mot so lién két phang thudng gap va

tinh chat cac phan luc cta né.

Lién két tua (vat khao sat tua 1én vat lién két): Trong dang nay cac phan
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luc lién két c6 phuong theo phap tuyén chung giita hai mat tiép xuc. Truong hop
dac biét néu ti€p xiic 12 mot diém nhon twa 1én mit hay nguoc lai thi phan luc
lien két s& c6 phuong phdp tuyén véi mit tai diém ti€p xdc. ( Hinh vé 1.2, 1.3,
1.4).

~ N
N
7
W% N\,
b
Hinh 1.2 Hinh 1.3
Lién két 1a khép ban 1€:

Khép ban 1€ di dong ( hinh 1.5) chi han ché chuyén dong ctia vat khao sat
theo chiéu vudng géc véi mat phang truot do d6 phan luc lien két c6 phuong
vuong gbéc v6i mit truot. Khdp ban 1€ c6 dinh ( hinh 1.6) chi cho phép vat khao
st quay quanh truc cua ban 1€ va han ché€ cdc chuyén dong vuong géc véi truc
quay cua ban 1€. Trong trudng hop nay phan luc ¢6 hai thanh phan vuong géc véi
truc ban 1€. ( hinh 1.6).
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Hinh 1.5 Hinh 1.6
Lién két 1a day mém hay thanh ciing: (hinh 1.7 va hinh 1.8)

Cic lien két dang nay chi han ché chuyén dong cua vat thé theo chiéu day

hoac thanh. Phuong cua phan luc lién két 1a phuong doc theo day va thanh.



Hinh 1.7

Hinh 1.8
Lién két ngam (hinh 1.9). Vat khdo sat bi han ché khong nhitng di chuyén

theo cdc phuong ma con han ché ca chuyén dong quay. Trong trudng hop nay
phan luc lién két c6 ca luc va m6 men phan luc. ( Khai niém mo6 men luc s€ dugc
noi téi ¢ phan sau).

Lién két 1a got truc: (‘hinh 1.10) Vat khao sdt bi han ché cdc chiéu chuyén
dong theo phuong ngang, phuong thang ding va chuyén dong quay quanh céc

truc X va Y do d6 phan luc lién két c6 cac thanh phan nhu hinh vé.

z
Y, a
77 g —
A=S. NEe
/ X, s
M
é my Y, y
Hinh 1.9 Hinh 1.10

Cac hé qua suy ra tir hé tién dé tinh hoc.
Hé qud 1: ( Dinh 1y truot luc)

Tac dung cua mot luc l1én vat ran

s& khong doi néu ta truot luc d6 doc theo

duong tac dung dén dat ¢ diém khéc.

That vay: Cho luc F dat tai A cla

Hinh 1.11

vatran (F,). Ta dat vao diém B trén dudng

tdc dung ctia F mot cap luc can bang (Fs,F, ) (hinh 1.11). Theo tién dé hai c6



thé viét:

F.~ (F\,Fs,F ). O day cdc chi s6 A, B di theo céc luc dé chi diém dit cac
luc do6, cac luc nady c6 do 16n bang nhau va cing phuong .

Mat khéc theo tién dé 1 hai luc (Fa,Fs ) 12 cap luc can bing vi thé theo
tien dé hai c6 thé bét cap luc d6 trén vat, nghia Ia:

IEAN (r:A’r:B’r:B ) ~|EB

Nhu vay ta da truot luc F ban ddu dat tai A doc theo dudng tdc dung clia
né vé dit tai B ma tdc dung co hoc Ién vat ran van khong doi.

Hé qud 2: Hé luc can bang thi mot luc bat ky trong hé 1ay theo chiéu
nguoc lai s€ 1a hop luc cua cac luc kia.

Ching minh: Cho hé luc can bang (F, F,,... F,). Gid st ta 1dy & trong hé
mot luc Fva déi chiéu sau dé cho tac dung lén vat ran. Xét vat ran chiu tac dung
cua luc -F.. Theo tién dé 2 néu thém vao vat ran hé luc can bang da cho, tic dung

lén vat rin van khong d6i, nghia la:

'E’V ('ﬁ, Fl’ ﬁz...

F..F)

Trong hé (n+1) luc & vé€ phai c6 hai luc can bang 1a (F, -F) theo tién dé 2
ta c6 thé b6t F, va -F di nghia la:

_r:i~(r:17 r:z, r:i,]_...FiJrl... r:n)

Biéu thifc nay ching to - F 12 hop luc ctia hé luc da cho khi khong c6 F.

1.3. LY THUYET VE MO MEN LUC VA NGAU LUC

1.3.1. M6 men luc doi voi mot tam va doi voi mot truc
1.3.1.1. M6 men cua luc doi véi mot tam

Mo men ctia luc Fdoi véi tam O 1a dai luong véc to, ky hiéu m, (F) co:



9.

- Do 16n bing tich s6: F.d, v6i F 1a do 16n luc Fva d 1a khoang céch tir
tam O tGi duong tac dung ctia F goi 1a cdnh tay don.

- Phuong vuong géc véi mat phang chia tam O va luc F (mat phang tdc
dung).

- Chiéu huéng vé phia sao cho khi nhin tir dinh cua véc to m,(F) xudng
mat phang tic dung sé& thay véc to luc F chuyén dong theo chiéu mii tén vong
quanh O theo nguoc chiéu kim déng ho (hinh 1.12).

Dua vao hinh vé& dé dang thay ring do 16n cua véc to m,(F) bang hai lan
dién tich tam gidc OAB ( tam gi4c c¢6 dinh O va ddy bing luc F).

V6i dinh nghia trén c6 thé biéu dién véc to mo men luc F d6i véi tam O
bang biéu thiic sau:

_—

m,(F) = OAx F= Fx F.
Trong d6 7la véc to dinh vi cuia di€ém dit cia luc F so véi tam O.

Trong truong hop mat phang tac dung clia mo men luc di x4c dinh, dé don

gian ta dua ra khai niém mo men dai s6 cta luc F doi v6i tam O nhu sau:
Mo men dai s6 cua luc F doi v6i tam O 12 dai luong dai so ky hiéu:

m =+F.d

Lay d4u duong (+) khi nhin vao mat phing tdc dung thiy luc F quay theo
chiéu miii tén vong quanh O theo chiéu ngugc kim dong ho (hinh 1.13), 14y dau
true (-) trong truong hop quay nguoc lai (hinh 1.14).

Mo men dai s6 thudong dugc bi€u dién boi miii tén vong quanh tam O theo

chiéu ctia mo men.



Hinh 1.12 Hinh 1.13 Hinh 1.14

1.3.1.2. M6 men cua luc d6i v6i mot truc

M6 men cta luc F d6i vé6i truc OZ 1a dai luong dai s6 ky hiéu m,(F) tinh
theo cong thitc: m,(F) = £ F'.d' . Trong d6 F' 1a hinh chi€u cta luc F trén mat
phang © vudng géc véi truc Z. d' 1a khoang céch tinh tir giao diém O cla truc Z
v6i mat phang n dén dudng tdc dung ctia F' (hinh 1.15).

Lay véi dau (+) khi nhin tir huéng
duong cua truc OZ s€ thay hinh chiéu F'
quay quanh truc OZ ngugc chiéu kim

dong ho.

Lay dau (-) trong truong hop

nguoc lai.

Hinh 1.15

Tur hinh v€ ta rut ra tri s6 mo6 men
cua lyc F d6i v6i truc OZ bang hai 1an

dién tich tam gidc OAB,.

1.3.1.3. Quan hé giita mé men luc F déi vdi tdm O va vdi truc di qua O
Trén hinh 1.16 ta thay:
m (F) = 2.dién tich (AOAB).

m,(F) = 2 dién tich (Aoa,b,)
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Vi oa,b, 1a hinh chiéu ctia tam gidc OAB trén mat phing vuong géc véi
truc Z tai O. Néu goi o 12 géc hop béi giita hai mat phang OAB va mat phang

oa,b, thi géc nay ciing chinh 1a géc hop gitta véc to mo6 men m, (F) véi truc OZ,

ta co:

Dién tich Aoab, = dién tich e A zl

B m (F)
AOAB. cosa. FA
_ _ xmo(F)
hay m,(F) = m,(F) .cosa.
£

Két qua cho thdy mo men cua luc
F d6i vé6i truc OZ 12 hinh chi€u véc to b \d'
mo men luc F 1dy v6i diém O nao d6
trén truc OZ chiéu trén truc OZ do. Hinh 1.16

1.3.2. LY THUYET VE NGAU LUC

1.3.2.1 Dinh nghia va céc yéu t6 dac trung cua ngau luc

Dinh nghia: Ngau luc 1a hé hai luc song song ngugc chiéu cling cuong do.

Hinh 1.17 biéu dién ngéu luc (F, F,)

Mait phing chita hai luc goi 1a mat phang tac dung. Khodng céch d giita
dudng tdc dung cua hai luc goi l1a canh tay don. Chiéu quay vong cua cic luc
theo duong khép kin trong mat phang tic dung goi 1a chiéu quay clia ngiu luc.
Tich s6 m = d.F goi 1a m6 men
ctia ngau luc.

Tac dung ctia ngiu luc duoc
dac trung boi ba yéu to:

- P06 16n m6 men m

- Phuong mat phing tic

dung

Hinh 1.17
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- Chiéu quay cuia ngau.

Thi€u mot trong ba yéu t6 trén tic dung cua ngau luc chua duoc xac dinh.

Pé bi€u dién ddy du ba yéu t6 trén ctia ngau luc ta dua ra khai niém vé véc
to mo6 men ngau luc M. Véc to mo men m co tri s6 bang tich s6 d.F ¢6 phuong
vuong géc v6i mat phang tdc dung, c6 chiéu sao cho nhin tir mit clia né xuéng
mit phing tdc dung thay chiéu quay ctia ngau luc theo chiéu ngugc kim dong ho.

Vi dinh nghia trén ta thy véc to mé men m clia ngau luc chinh la véc to
mo men clia mot trong hai luc thanh phan 14y doi véi di€ém dat cta luc kia. Theo

hinh 1.17 c6 thé viét:
m = muy(F) =My (R)= AAX F= A_Z’Al x F,
1.3.2.2. Pinh ly vé mé men cua ngau luc

Trong mot ngau luc, tdng mo men cua hai luc thanh phan d6i véi mot

diém bat ky 1a mot dai luong khong déi va bang véc to mo men ngéu luc.
Ching minh: Xét ngau luc (F,F,) bi€u dién trén hinh 1.18. Chon mot

diém O bat ky trong khong gian, tdng mo men cua hai luc F, F, 14y vdi O c6 thé

=(7A1x*1- , X By
=(()_A1‘(TA2)X Fl Py

. Hinh 1.18
=AA XF=m

Trong dinh 1y trén vi diém O 1a bat ky do d6 c6 thé két luan rang tac dung
cua ngau luc sé khong thay déi khi ta roi chd trong khong gian nhung van giit

nguyén do 16n, phuong chiéu clia véc to mo men .

Ciing tir dinh 1y trén ridt ra hé qua vé cic ngau luc tuong duong sau day.
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H¢é qud 1: Hai ngiu luc cling nim trong mot mat phang c6 cing tri s6 mo
men m cung chiéu quay s€ tuong duong.

Hé qud 2: Hai ngiu luc nim trong hai mat phiang song song clng tri s&
mo men, cung chi€u quay s€ tuong duong véGi nhau.

That vay trong hai truong hop nay cac ngau luc déu dam bao c6 véc to mo

men m nhu nhau.

1.3.2.3. Hop hai ngau luc

Dinh 1y: hop hai ngau luc ¢6 moé men m, va m, cho ta mot ngau luc cé
mo men M bing tdng hinh hoc cdc véc to mo men cla hai ngau luc da cho. Ta
céK/I> =m,+ m,

Chiing minh: Xét hai ngiu luc ¢6 m6 men M, va M, nam trong hai mat
phang 7, vd mr, Trén giao tuyén clia hai mat phang m; va , 14y mot doan thang
A A, ngau luc c6 moé men m thay bang ngau luc (R F,) nim trong mat phang =,
va dat vao A|A,. Ngau luc ¢c6 mo6 men m, thay biang ngau luc (p, p,) nam trong

mat phang n, va cling dat vao A, A, (hinh 1.19).

m

Hinh 1.19
Tai A, hop hai luc F, P, dugc luc R,

Tai A, hop hai luc F, P, dugc luc R,

Do tinh chat d6i xiing dé dang nhan thdy hai véc t6 R, va R, song song
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nguoc chiéu va cé ciung cudng do. N6i khic di hai luc R, R, tao thainh mot
ngéu luc. D6 chinh 1a ngiu luc tong hop cua hai ngiu luc da cho.
Goi M 1a mo6 men ctia ngau luc (R, R ,) ta c6:

Thay R, =F + P, vaR,=F, + P,, suy ra:

=

M =, (R)+ My (P) =M, + m,.

Trudng hop hai ngiu luc cing ndm trong mot mat phiang. Khi d6 cac mo
men clia ngau luc dugc bi€u dién bdi cdc mo men dai s6. Theo két qua trén, ngiu
luc téng hop trong trudong hop ndy cling nim trong mat phang tic dung cuia hai
ngéu luc da cho va ¢6 mod men bing tong dai s6 2 mo6 men cua ngiu luc thanh

phan: M= (m, + m,)
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Chuong 2

LY THUYET VE HE LUC
Trong tinh hoc ¢6 hai bai todn co ban: thu gon hé luc va xdc dinh diéu
kién can bang cta hé luc. Chuong nay gidi thiéu noi dung ctia hai bai todn co

ban ndi trén.
2.1 PAC TRUNG HINH HOC CO BAN CUA HE LUC

Heé luc c6 hai dac trung hinh hoc co ban 1a véc to chinh va moé men chinh.

2.1.1. Véc to chinh
Xét hé luc (R, F,,..F,) tdc dung lén vat ran (hinh 2.1a).

Véc to chinh ctia hé luc 1a véc to tong hinh hoc cdc véc to bi€u dién cic

luc trong hé (hinh 2.1b)

Hinh 2.1

[

R=FR+FKR+..F =DF (2-1)
=

N

Hinh chi€u véc to R lén céc truc toa do oxyz duoc xdc dinh qua hinh chi€u

cac luc trong hé:

n
Ry=X, + X .+ X, = D Xj;
i
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n
Ry=y,+y,+.+y,=>Y;
=
- n
R,=z,+2,+..+2,= Y Z.
i<

Tir d6 c6 thé xac dinh do 16n, phuong, chiéu véc to chinh theo céc bi€u

thuc sau:

R = |R%+R% +R% ;

R R R
R, X) = —*; R)Y)= 2; R,7)= —%.
cos( ) - cos( ) - cos(R,Z) -

Véc to chinh 1a mot véc to tu do.

2.1.2. M6 men chinh cua hé luc

Véc t6 mo men chinh ctia hé luc doi v6i tam O 12 véc to tdng cua céc véc
to mo6 men céac luc trong hé l1ay doi v6i tam O (hinh 2.2). Néu ky hiéu mo6 men

chinh1la M tacé

M, =_an0(?1) (2 -2)

Hinh 2.2

Hinh chi€u clia véc to mo men chinh M trén cdc truc toa do oxyz duogc

xac dinh qua mo6 men céc luc trong hé 1ay doi véi cac truc do:
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MX = mx( r:l) + mx( r:2) +..+ mx( IH:n ) = me(r:l)7
i=

My = my( |E1) + my( ﬁz) +...+ my( r:n )= -nz:my([:'i);
M, = m,(F) + my(F,) +... +m(F, ) = imz(ﬁi).

Gia tri va phuong chiéu véc to mo men chinh duoc xdc dinh theo cic bi€u

thac sau:

Mo= \/sz-l-sz-l‘Mzz

<

M
cos(M,,x) = MX : cos(M,,y) = My : cos(M,,z) = mz )

0 0 0

Khéc véi véc to chinh R véc to mo6 men chinh M 1a véc to budc né phu
thudc vao tam O. Néi cach khac véc to chinh 1a mot dai Iugng bat bién con véc

to mo men chinh 12 dai luong bién déi theo tam thu gon O.

2.2. THU GON HE LUC

Thu gon hé Iuc 12 dua hé luc vé dang don gian hon. D€ thuc hién thu gon

hé luc truGe hét dua vao dinh ly roi luc song song trinh bay dudi day.

2.2.1. Pinh 1y 2.1 : Tac dung cia luc 1én vat rdn s& khong thay d6i néu ta

101 song song no t6i mot diém dat khdc trén vat va thém vao dé mot ngau luc phu

Hinh 2.3
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c6 mo6 men bing mo men cua luc di cho 1ay doi véi diém can roi dén.

Ching minh: Xét vat ran chiu tic dung luc F dat tai A. Tai diém B trén vat
dat them mot cap luc can bang (F', F")

trong d6 F' = F con F" = - F. (xem
hinh 2.3).

Theo tién dé 2 c6: F ~ (F, E', E").

Heé ba luc (F, F', F") ¢6 hai luc (F, F") tao thanh mot ngau luc ¢6 mo
men m = Myz(F) (theo dinh nghia m6 men ctia ngau luc).
Ta da chitng minh duoc F ~ F' + ngau luc (F, F")
2.2.2 Thu gon hé luc bat ky vé mot tam

a. Pinh 1y 2.2: Hé luc bat ky luon ludn tuong duong véi mot luc bang véc
to chinh dat tai diém O chon tuy y va mot ngiu luc ¢6 moé men bing moé men
chinh ctia hé luc doi véi tam O do.

Chitng minh: Cho hé luc bat ky (F,, F,,...,F,) tdc dung lén vat ran. Chon
diém O tuy y trén vat, 4p dung dinh 1y r0i luc song song dua cdc luc cua hé vé
dat tai O. Két qua cho ta hé luc (R, F,,...,F, ), dat tai O vd mot hé cdc ngau luc
phucémémenla m,=m(F), m,=m(F),.. m = m(F,) (hinh 2.4).

Hop timg doi luc nho tién dé 3 ¢6 thé dua he luc (R, F,....F, ), vé tuong
duong v6i mot luc R.

Cu thé co:

(F,F)~R,trongdd R,=F +F
) 1 g 1 1 Th

(R,F;) ~R,trong d6 R, =R, + F; =
F+F+ F,

(Fﬁ2 (n-1),r:n )~ R

Hinh 2.4
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3

trong d6 R= R, +F,=

il B

Hop luc R cta cdc luc dat tai O 1a véc to chinh R, ctia hé luc.

Cac nglu luc phu ciing c6 thé thay thé bang mot ngiu luc tong hop theo

céach 1an luot hop timg doi ngu luc nhu da trinh bay & chuwong 1. Ngiu luc tong

hop ctia hé ngau lyc phu ¢c6 moé men M, = > i (F;). Pay 1a moé men chinh cta
i

hé luc da cho d6i véi tam O

Theo dinh 1y 2.2, trong trudng hop téng quat khi thu gon hé luc vé tam O
bat ky ta dugc mot véc to chinh va mot moé men chinh. Véc to chinh bing téng
hinh hoc céc luc trong hé va 1a mot dai luong khong doi con mo men chinh béng
téng mo6 men cdc luc trong hé 14y doi v6i tam thu gon va la dai luong bién doi

theo tam thu gon.
Dé xac dinh quy luat bién d6i cia mo6 men chinh d6i vé6i cdc tam thu gon
khac nhau ta thuc hién thu gon hé luc vé hai tam O va O, bat ky (hinh 2.4a).
Thuc hién thu gon hé vé tam O ta
dugc R,va M.
Trén vat ta lay mot tam O, khac O

sau d6 roi luc R, vé O, ta duogc

R,~R, +ngauluc(R,, R",).

Suy ra (R, M) ~ R, + ngau luc Hinh 2.4a
(R,, R'\D+ M,
Néu thu gon hé vé O, ta dugc M, va R,
Diéu tat nhién phai c6 1a :
MO)~(§01 "\7'01 )

Thay két qua chiing minh & trén ta c6:



hay '\7'01~ I\7|0+( I_?.o’ I_?.'01) (23)
Ngéu luc (R,, Ry)c6é mé men M'=m,, (R,)

Két luan: Khi thay déi tam thu gon véc to mo6 men chinh thay déi mot dai

luong M' bang mo6 men ctia véc to chinh dat & tam trude 1ay doi vdi tam sau.
2.2.3. Cac dang chuan cua hé luc

Két qua thu gon hé luc vé mot tAm c¢6 thé x4y ra 6 trudong hop sau
2.2.3.1. Véc to chinh va moé men chinh déu bang khong

R=0; M,=0

Hé luc khao sét can bang.
2.2.3.2. Véc to chinh bang khéong con mo men chinh khdc khong

R =0; M,#0

Hé luc tuong duong véi mot ngau luc ¢c6 mo men bang mo men chinh.
2.2.3.3. Véc to chinh khdc khong con moé men chinh bang khong

R#0; M, =0
Heé ¢6 mot hop luc bang véc to chinh.

2.2.3.4. Véc to chinh va mé men chinh déu khdc khong nhung vuéng goc véi
nhau (hinh 2.5)

R#0;,M,=0vaR LM,

Trong trudng hop nay thay th€ moé men chinh M _ bang ngiu luc (R', R")

vGi diéu kién:

R'=R;R"=-RvaM,=my(R")
M
\b
_ I -
R N Ro
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Tac6(R,M )~(R,R",R").

Theo tién d€ 1 R, va R" can bang do d6 c6 thé bét di va cudi cling hé con
lai mot luc bang véc to chinh nhung dit tai O,. N6i khac di hé ¢6 mot hop luc dat
tai O,.

2.2.3.5. Hai véc to chinh va mé men chinh khdc khong nhung song song voi
nhau (hinh 2.6).

R,20; M #0va R // M,

Trong truong hop nay néu thay M, bing mot ngau luc (P P') mat phang

clia ngdu nay vuong gic véi véc to chinh R.

Hé duoc goi 1a hé vit dong luc. Néu véc to R song song cung chiéu véi
véc to M hé goi 1a hé vit dong luc thuan (phai) va nguogc lai goi 1a hé vit dong
luc nghich (trai). Hinh 2.6 biéu dién vit dong luc thuan
2.2.3.6. Hai véc to chinh va moé men chinh khdc khong va hop luc voi nhau
mot goc @ bt ky (hinh 2.7)

Truong hop nay néu thay thé
véc to M biang mot ngau luc (P P")
trong d6 cOluc P dat tai O con luc
P' dat tai O, sao cho m(P) = M.

R rang mat phang tic dung cla

ngau luc (P P ') khong vuong gdéc véi

R .. Mit khac tai O ¢6 thé hop hai

luc Pva R, thanh mot luc R'. Nhu Hinh 2.7
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vay da dua hé vé tuong duong vdi hai luc P', R ' hai luc nay chéo nhau.

2.2.4. Dinh ly Va ri nhong

7

Dinh 1¥: Khi hé Iuc ¢6 hop luc R thi m6 men clia R ddi v6i mot tam hay
mot truc ndo d6 bing tong mod men cua cdc luc trong hé 1ay doi véi tam hay truc

do.

m(R)= Y m(F) (2.4)

Chitng minh: Cho hé luc (F, F,,...,F,)

tdc dung Ién vat ran. Goi R 1a hop luc clia hé

(hinh 2.8).

Tai diém C trén dudng tic dung cla

hop luc R dat thém luc R' = - R .Hé luc da

cho cling v6i R' tao thanh mot hé luc can

Hinh 2.8

bang:
(r:]_, r:2,... ﬁn N +ﬁ ') ~0

Khi thu gon hé luc nay vé mot tam O bat ky ta dugc mot véc to chinh va

mot mo men chinh. Céc véc to nay bang khong vi hé can bang, ta c6:

M. =

o

M (F)+ m(R) =0

] B

Thay R'=- R tacé:

M o(F) - My(R) =0

i \E

Hay rno(li ) = _nzmo(r:i)

Chiéu phuong trinh trén 1én truc oz s€ dugc:
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m,(R)= Ym,(F)

Dinh ly da dugc chitng minh
2.2.5. Két qua thu gon cac hé luc dac biét
2.2.5.1. Hé luc dong quy

Heé luc dong quy la hé luc c¢6 duong tac dung cua cac luc giao nhau tai mot
diém. Trong trudng hop hé luc déng quy néu chon tam thu gon 12 di€ém déng quy
két qua thu gon s& cho véc to chinh diing bang hop luc con mo6 men chinh s&
biang khong.

R,#0, M_,=0 v6iO la diém déng quy.

2.2.5.2. Hé ngau luc
Néu hé chi bao gobm cac ngau luc, khi thu gon hé sé dugc mot ngau luc

téng hop c¢6 moé men diing bing moé men chinh ctia hé.

n
M= >m;; m;lamoémen changau lyc thiti va n1a s6 ngau luc cta hé.
i=1

2.2.5.3. Hé luc phdng

Heé luc phang 1 hé c6 céc luc ciing nim trong mot mat phang.

Néu chon tam thu gon nim trong mat phiang cta hé thi két qua thu gon
van cho ta mot mo men chinh M, va véc to chinh R .. Véc to chinh R nam trong
mat phing clia hé con moé men chinh M, vuong géc v6i mat phang ctia hé. Theo
két qua thu gon & dang chudn ta thay: hé Iuc phang khi c6 véc to chinh R vd mo
men chinh M, khdc khong bao gid ciing c6 mot hop luc nim trong mat phang
cua hé.

2.2.54. Hé luc song song

Heé luc song song 1a hé luc c6 duong tic dung song song véi nhau.

Két qua thu gon vé mot tam bat ky cho ta mot véc to chinh R v mot mo

men chinh M, . Véc to chinh c6 dic diém song song véi cdc luc cua heé.
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2.3. PIEU KIEN CAN BANG VA PHUGNG TRINH CAN BANG CUA HE LUC
2.3.1. Diéu kién can bang va phuong trinh can bang cua hé luc bat ky trong
khong gian

2.3.1.1. Piéu kién cdn bang

Diéu kién can bang cua hé luc bat ky trong khong gian 12 véc to chinh va

mo men chinh ctia né khi thu gon vé€ mot tam bat ky déu bang khong.

R=YF,=0
i

T

M,= Ym,(F)=0 2-5)
T
2.3.1.2. Phuong trinh cdn bdng
Néu goi R, R, R, va M,, M, M, la hinh chi€u cta cdc véc to chinh va mo
men chinh 1én céc truc toa do oxyz thi diéu kién (2-5) c6 thé biéu dién bing cic
phuong trinh dai s6 goi 1a phuong trinh can bang cua hé luc bat ky trong khong

gian. Ta c6:

R,=YX =0, R,=YY,=0, R,=37=0
= = H

M, = Ym(F)=0, M,=Ym(F)=0, M,= Ym(F)=0. (2-6)

Trong cac phuong trinh trén X,, Y,, Z. 1a thanh phan hinh chiéu cua luc F;;
m,(F)), m(F;), m,(F) la moé men cua céc luc F; d6i v6i cdc truc clia hé toa do
oxyz. Ba phuong trinh dau goi 1a ba phuong trinh hinh chi€u con 3 phuong trinh

sau goi la 3 phuong trinh mo6 men.
2.3.2. Phuong trinh can bang cua cac hé luc dac biét
2.3.2.1 Hé luc dong quy
Néu chon tam thu gon 1a diém dong quy O thi moé men chinh M, s& bang

khong do d6 3 phuong trinh mo6 men ludn luon tu nghiém. Vay phuong trinh can

bing cua hé luc déng quy chi con:
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R, =YX, =0
=

R,=>Y,=0 (2-7)
=)

R,=Y7 =0
i1

2.3.2.2. Hé ngau luc
Khi thu gon hé ngiu luc vé mot tam ta thay ngay véc to chinh R , = 0 diéu
d6 c6 nghia cac phuong trinh hinh chi€u lu6n luén ty nghiém. Phuong trinh can

bang cua hé ngiu luc chi con lai ba phuong trinh mo men sau:
n - n
Mx = me( Fl) = Zmix = 0’
i =

M, = _any(ﬁi) = aniy =0, (2-8)

=]
M, = Ym,(F) = Ym, = 0.
i i

O day m,,, m;, m;, 12 hinh chié€u lén cdc truc hé toa do oxyz clia véc to mo

men M, cia ngau luc thit i.

2.3.2.3. Hé luc song song

Chon hé toa do oxyz sao cho oz song song véi cac luc. Khi d6 c4dc hinh

chi€u R, R, ctia véc to chinh va M, cia m6 men chinh lu6n luén bing khong.

Vi vay phuong trinh can bang ctia hé luc song song chi con lai ba phuong

trinh sau:

R,= Y7 =0;
=

M, = _anx(R) =0; (2-9)
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M, =>m(F)=0
i<
Trong d6 phuong trinh dau 1a phuong trinh hinh chi€u con hai phuong
trinh cudi la phuong trinh mo6 men.

2.3.2.4. H¢ luc phdng

Can luu y ring trong hé luc phing véc to chinh R va moé men chinh M
ludn ludén vuong géc véi nhau, nghia 12 hé luc phang luon luon c6 hop luc R
nam trong mat phang clia hé da cho. Dé dam bdo diéu kién hop luc clia hé bang
khong tic 1a diéu kién can bing ctia hé ta c6 thé viét phuong trinh can bang duéi

3 dang khac nhau.
1. Dang hai phuong trinh hinh chi€u mot phuong trinh mé men:

Dé hé luc can bing ciing nhu cdc trudng hgp khéc phai c6 R =0 va M, =

0. Néu chon hé toa do oxy 12 mit phiang chia céc luc clia hé ta thdy ngay cic

phuong trinh R, = > z = 0; M, = > m(F) = 0va M, = > m(F) = 0 la luon luén
i =) i

tu nghiém vi vay phuong trinh can bang chi con :

R, = iXi =0;
i=

R, = ZYi =0; (2-10)
i

Mz = Zmz(F1)
i
Hai phuong trinh dau 1a phuong trinh hinh chi€u con phuong trinh thit ba
12 phuong trinh mo men. Céan chd ¥ vi c4c luc cling ndm trong mat phang oxy do

n
do M, _ > m,(F)) chinh 1a tong m6 men dai s6 clia cic luc d6i véi tam O.
7]

M, =Y+ mF)
i<
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2. Dang mot phuong trinh hinh chi€u va hai phuong trinh mé men

Diéu kién hop luc R cta hé biang khong c6 thé biéu dién bang ba phuong

trinh sau day:

R,=> X;=0;
T
M, = ”Z: + m,(F) =0; (2-11)
)

My= Y + my(F) =0
=)

Véi diéu kién truc x khong vuong géc véi AB.

That vay tir phuong trinh (1) cho thdy hop luc R cua hé luc bang khong
hoac vuong goc véi truc x.

Theo dinh 1y Va ri nhong ,tir phuong trinh (2) ta thdy hop luc R hoic
bang khong hoac di qua A.

Tir phuong trinh (3) ta ciing thady hop luc R cua hé bang khong hoac di
qua B.

Két hop ca ba phuong trinh ta thay hop luc cua hé hoac bang khong hoac
phai di qua hai diém A,B va vuong géc véi truc x (khong vuong goc véi AB).
Diéu kién hop luc vira qua A, B va vira vuong gdéc véi truc x 1a khong thuc hién
dugc vi trai vai gia thiét.

Nhu vay néu hé thoa man phuong trinh (2-11) thi hop luc cla né sé€ bang
khong nghia 1a hé luc can bang.

3. Dang ba phuong trinh mo6 men d6i véi 3 diém

Ngoai hai dang phuong trinh can bing trén hé luc phang con cé phuong

trinh can bang theo dang sau:

M, =Y +m,(F) =0
i
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My =Y +my(F) =0 (2-12)
=]

Mc= Y #my(F) =0
=]

Vé6i diéu kién A, B, C khong thang hang.

That vay, néu hé luc phang thod man phuong trinh M, = >4m,(F) = 0 thi
theo dinh 1y Va ri nhong hop luc ctia hé s€ bang khong hoac di qua A. Ciing 1y
luan tuong tu ta thdy dé€ thoa man Mg = 0 va M, = 0 thi hop luc phai bing khong
hoac phai di qua B, di qua C.

Vi chon 3 diém A, B, C khong thing hang nén diéu kién dé hop luc qua 3
diém 1a khong thuc hién dugc. Chi ¢6 thé hop luc bing khong, ¢6 nghia 1a néu
thod man hé ba phuong trinh (2-12) hé luc phang cho s& can bing.

2.4. BAI TOAN CAN BANG CUA VAT RAN

Vat ran can béang khi hé luc tic dung 1én né bao gébm cdc luc da cho va

phan luc lién két can bang.

Khi giai bai todn can bing cua vat ran c6 thé 4p dung phuong phép giai
tich hodc phuong phdp hinh hoc nhung pho bién va ¢6 hiéu qua nhét 1a phuong
phép giai tich.

Giai bai todn can bang cuia vat thudng tién hanh theo cac budc sau:

1. Chon vat khao sat: vat khdo sat phai 1a vat rdn ma su can bang cua nd
can thiét cho yéu cau xac dinh cta bai toan. Néu nhu bai todn tim phan luc lién
két thi vat khao sat phai la vat chiu tdc dung ctia phan luc lién két can tim, néu la
bai todn tim diéu kién can bang ctia vat thi vat khao sit phai chinh 1a vat do.

2. Giai phéng vat khao sat khoi lién két va xem d6 la vat tu do dudi tac
dung ctia cac luc da cho va phan luc lién két.

3. Thiét lap diéu kién can bang cua vat boi cdc phuong trinh can bang cua

hé luc tac dung 1én vat khao sat bao gom céc luc cho va phan luc lién két.
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4. Giai hé phuong trinh can bang dé xéac dinh tri s6 va phuong chiéu cta
cac phan luc lién két hodc thiét 1ap méi quan hé giita cdc luc dé dam bao diéu

kién can biang cho vat khao st .
5. Nhan xét cac két qua thu dugc.

Can chi y rang chiéu cta cdc phan luc thuong chua duge xac dinh vi thé
lic ddu phai tu chon chiéu. Dua vao két qua giai hé phuong trinh can bang ta ¢6
thé xac dinh chiéu clia céc phan luc chon ding hay sai. Néu cdc phan luc lién
két cho tri s6 duong thi chiéu chon 1a ding va néu tri s6 am thi chiéu phai dao lai
. Mat khéc cling can luu y rang bai todn c6 truong hop giai duoc (bai todn finh
dinh) khi s6 4n s6 can xac dinh nho hon hoéc bing s6 phuong trinh can bing. C6
truong hop khong giai duoc (bai toan siéu tinh) khi 4n s6 cin tim I6n hon so
phuong trinh can bang.

Thi du 2.1. Cot dién OA chon thing ditng trén mat dat va dugc gitt boi hai
soi day AB va AD hop véi cot dien mot goc oo = 30° (xem hinh 2-8a) Géc giita
mat phang AOD va mat phang AOB 1a ¢ = 60°. Tai diu A cia cot dién c6 hai
nhanh day dién mac song song vdi truc ox va oy. Cac nhanh day nay cé luc kéo

1a P, va P, nhu hinh v&. Cho biét P, = P, = P = 100kN.

Xéc dinh luc tdc dung doc trong cot dién va trong cic day cang AD, AB.

Bai giai:
N 9 N N Z
Chon vat khao sat 1a dau A cua cot dién. R,
. P,
Lien két dat lén ddu A 1a hai soi day Fu
AB, AD va phan cot dién con lai. ,
Z R,
Goi phan luc lién két trong day AB la & R
i 2
R,, trong day AD la R, va lyc doc cot 1a R, §
v6i chiéu chon nhu hinh vé 2-8. Khi gidi O} 5 Wgy
phong diém A khoi lién két diém A s€ chiu tac . .
dung cua cac luc P,, P, va cac phan luc R|R, e

Hinh 2.8a
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R ;. Diéu kién d€ ddu A can bing 1a hé 5 luc tdc dung 1én né can bang. Ta c6:

(P,, P,, R, R,, R3) ~0. Hé luc nay dong quy tai A do d6 phuong trinh

can bang thiét 1ap theo phuong trinh (2.7)

Dé tranh nham 14n ta 1ap bang (2-1) hinh chiéu céc luc 1én 3 truc cta hé

toa do oxyz nhu sau:

Bang 2-1
F, P, P, R, R, R,
X, 0 -P 0 R,sinasing | 0
Yi -P 0 R;sina R,sinacosg | 0
2y 0 0 -Rcosa -R,cosa. R,

Phuong trinh can bang viét dugc:

> Xi =- P+ Rysinasing = 0; (a)
2Yi=-P+R,sina + R,sinacosp = 0 (b)
27Zi= -R,cosa - R,cosa+ Ry =0 (c)

Hé 3 phuong trinh trén chia 3 4n s6 R, R,, R; nén bai toén 1a tinh dinh.
Giai hé phuong trinh trén duoc:

1—?:0tg(p ; Rz = L, R3 =P COtga(l'COtg(p + L)’
sina sinasing sing

R,=P

Thay cac tri sO cua o, va P ta nhan duoc:
R, = 85kN; R, =231 kN; R; = 273kN.
Két qua déu duong nén chiéu cac phan luc chon la ding.

Thi du 2.2: M6t xe 3 banh ABC dat trén mot méit duong nhdn nam ngang.

Tam giac ABC can c6 diy AB = 1m, duong cao OC = 1,5m, trong luong ctia xe

la P KN dat tai trong tam G trén doan OC cach O 1a 0,5m. Tim phan luc ctia mat

duong 1én c4c banh xe (xem hinh 2-9)
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Bai giai:
Khéo sit su can bang cua xe.
Giai phong xe khoi mat dudng va

thay bang cdc phan luc ctia mat dat

L N ¢
lén cac banh xe la N, N, N.
Vi xe dat trén mat nhan nén R
cac phan luc nay c6 phuong vuong N C y
A
gbc v6i mat duong.
2 pa N 2,0 A
Xe O trang thai can bang duéi
tdc dung cta 4 luc P, N, Ny, N
X Hinh 2.9

H¢ 4 luc nay 1a h¢ luc song song.

Néu chon hé toa do oxyz nhu hinh v& phuong trinh can bang cua hé luc

trén theo (2-9) c6 dang:

>Z.=N,+Nz+N.-P=0 (a)
>mF,) = -P.0,5 + N..1,5=0 (b)
>m,(F) = - N,.0,5 + N;.0,5=0 (©)

Hé¢ ba phuong trinh trén chita 3 4n s6 N,, N, N nén bai todn 1 finh
dinh.
Giai phuong trinh trén xac dinh duoc:
N,=Ny;=N.=P/3 kN
Két qua cho cdc gia tri duong nén chi€u phan luc huéng 1én la ding.
Thi du 2.3: Xa AB duoc gilt
nam ngang nhd lién két nhu hinh vé
(2.10). Tai A c6 khép ban 1&€ c6 9\
M
dinh. Tai C dugc treo bai day CD A ﬁ H E a C S
;2 2

1 [ 1
v@G

Hinh 2.10

dat xién mot géc a so v6i xa. Tai B 4

c6 day kéo thang diing nhd trong
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vat P buoc ¢ dau day vit qua rong roc.

Xa ¢6 trong luong G dit tai giita, chiu mot ngau luc ndm trong mat phang
hinh vé& va ¢c6 m6 men M. Poan dim AE chiu luc phan b6 déu cé cuong do q.

Xac dinh phan luc tai A, trong sgi day CD cho biét G = 10kN, P = 5kN, M
= 8 kNm; q = 0,5 kN/m; o = 30°. C4c kich thudc cho trén hinh ve.

Bai giai:

Chon vat khao sat 1a xa AB. Giai phong lién két dat 1én xa ta co:

Lién két tai A duoc thay thé bang phan luc R , nim trong mat phang hinh
vé. Lién két tai C dugc thay thé bang luc cang T hudng doc theo day. Lién két tai
B thay bang luc cing ding bang P nhung c6 chiéu huéng 1én trén. Chiéu cua R ,
va T chon nhu hinh v&. Nhu vay xa AB & trang thdi can biang dudi tic dung cia
ciac luc (G, M, R, T, P), cdc luc nay nam trong mat phang thang ding tic 12
mat phang hinh v& (hé luc phang ). Chon hé toa do Axy nhu hinh vé& va lap
phuong trinh can bang dang (2-10) duoc:

>X, =X, - Tcos30" (a)

Y, =Y,-Q-G+Tcos60° + P =0; (b)

>m,(F)=-Q.1-G.3+T4sin30°-M+6P=0. (c)

Trong cic phuong trinh trén
Q = 2q la téng hop luc phan b6 déu  y .
dat tai diém giita AE.

/500 B, A5
DO S T

Ba phuong trinh trén chia 3 A X AvQ o C /\M _________ X
in s6 X,, Y, va T do d6 bai todn la 4‘ | 5 | L
tinh dinh. \fe

Giai hé phuong trinh trén ta Hinh 2.11
duoc:

T= Q1+G.3+M-p.6 _ 1.1+10.3+8-5.6 _ 45 KN:

4.sin30° 4.05
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X, = Tcos30° = 4,5.0,866 = 3,90kN;
Y, =Q+G-T cos60’-P=1+10-4,5.0,5-5=3,75,kN

Két qua cho céc tri s6 cia T, X,, Y, déu duong do d6 chiéu chon ban dau
la dung.

Thi du 2.4: Truc truyén nam ngang dat trén hai g6i d& ban 1€ cd dinh A va
B (xem hinh v€ 2-12). Truc nhan
chuyén dong quay tr day dai dan
dén banh dai C c6 ban kinh r, = 20
cm va dé nang trong vat P budc vao
dau day cdp vat qua rong roc K va
cuon trén trong toi cé ban kinh r, =
15cm. Cho biét hai nhanh day dai

c6 phuong song song véi truc oy va

cO luc cang T, va T, v61 T; = 2T,;
Trong vat P= 180kN; a = 40cm; b =

Hinh 2.12

60cm va a. = 30°. X4c dinh phan luc
tai hai goi do A va B.

Bai giai:

Chon vat khao sat la truc BC.

Lién két 1én truc 1a cdc 6 dd A, B. C4c luc tdc dung chola T, T, va F .
Luc F tac dung doc theo day cdp co tri s6 bang P. Vi cdc 6 d& 1a khép ban 1€ c6
dinh nén phan luc lién két tai A va B ¢6 hai thanh phan theo truc oy va oz. Giai
phéng lién két dat 1én truc va thay bang cdc phan luc lién két khi d6 truc AC chiu
tdc dong cua cac luc: T, T,, F, R,, Ry . Cic luc ndy phan bo bat ky trong
khong gian. Phuong trinh can bing cua hé luc thiét lap theo (2- 6). Dé tranh
nham 1an ta 1lap bang hinh chi€u va m6 men cta hé luc do6i véi céac truc toa do

(bang 2-2)
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Bang 2-2
F, F T, T, R, R
X, 0 0 0 0 0
Y, Fcosa Thép T, Ya Ys
Z, Feing | 45 0 Z, Z,
m, (F) Fu, 0 T, 0 0
my(F) EsinaLb T, 0 0 -Zx(a+b)
m,(F) Fcosab 0 -T,a 0 Y ,(a+b)
-T,.a
Céc phuong trinh can bang thiét 1ap duoc:
2Yi=Pcosa + T\+T,+ Y+ Yz =0;
27Zi= Fsino+Z, + Zz=0;
>Mx =F.r,+ T, - T,r, = 0;
2>My = Fsina..b - Zy(a+b) = 0;
2Mz = Fcosa.b - T,a- T,a + Yy(a+b) = 0;
Hé 5 phuong trinh trén chtta 5 an s6 12 Y, Z,, Y3, Zg va T, nén bai toan 1a
tinh dinh.

Giai hé phuong trinh trén tim dugc:

T2:

ZB_

Yy

%z —182615 = 135kN ; T, = 2T, = 270 kN;

_ bPsino _ 60.180.05

a+b

_a.3T, —Pbcosa

40+ 60

= 54 kN;

3

40.3.135-180.60.——

a+b

40+60

NG

=69 kN

Y, = Peoso-3T, - Yy = -180. 7 -3.135- 69 = -630KN

Z, =Psina - Z5 = 180. 0,5 - 54 = 36kN.
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Trong céc két qua tim duoc chi ¢6 gid tri Y, mang ddu am do d6 chiéu cua
n6 ngugc véi chiéu da chon.

Thi du 2.5: Cho hé hai dam
AB va BE n6i bing khép ban 1€
tai B (xem hinh vé 2-13). Trong

lugng ctia dam AB la Q dat 6 giita

AB. Trong lugng ctia dam BE la P A C
dat & giita BE. Tai dau A c6 khép /X I A

ban 1€ c6 dinh, con tai cic diém

\S

Q

C, D 1a céc diém tua nhon.

Xac dinh phan luc tai cac Hinh 2.13

goi d5 A va cdc diém twa CD.

Cho P = 40kN, Q = 20kN: CB = % AB: DE = % BE: o = 45°.

Bai giai: Can luu y rang day 1a bai todn can bang ctia hé vat. V& nguyén
tac khi giai bai todn thuoc loai nay phai tich riéng timg vat dé xét. Trén hé vat
can phan biét hai loai vat chinh va vat phu. Vat chinh 1a vat khi tich ra c6 thé
diing vitng dugc. Vat phu 1a vat khi tdch ra khong thé ding vitng duoc. Ta xét vat
phu truéc sau d6 xét vat chinh sau. Cling can chd y thém khi tach vat tai cac
khdp noi sé duoc thay thé€ bang cic luc tic dung twong ho, cdc luc nay clng
phuong cung tri s6 nhung nguoc chiéu.

Dai véi bai toan trén, hé gom hai dam trong d6 AB l1a dam chinh con BE
1a dam phu. Tach BE dé xét. Tai khGp néi ¢6 phan luc lién két Ry (luc tic dung
twong hd ctia dim chinh 1én ddm BE). Phan luc Ry ndm trong mat phang thang
ding ( mat phang hinh v&) va c6 hai thanh phan X; va Yy ( xem hinh 2-14). Giai
phoéng lién két tai D thay vao d6 bang phan luc N, (N vuong géc BE. Dam BE
chiu tac dung ctia céc luc P, Np, R 5. Hé luc nay cing nim trong mat phang oxy

do d6 phuong trinh can bang viét duoc:

2. X, = X5 - Npsina = 0;



-36-
2Y,,=Ygs- P+ Npcosa =0;
2 a
>mg(F)) = ND§ .a-P. 5 cosaL = 0.
Gai hé phuong trinh trén tim dugc:

N, = %Pcosoc - %40.% ~21,2 kN;

Xp = gP sin2a. =§ 40.1= 15kN;

Y, = P(1- %coszoc)= 40(1-% %): 25kN.

Gi4 tri cdc phan luc déu duong di€u nay

chiing t6 chi€u ctia ching nhu da chon la ding.

X

Hinh 2.14

Hinh 2.15

Tiép theo xét dén dam chinh AB. Giai phong cac lién két dam sé & trang

thdi can bang dudi tac dung clia hé luc: Q, - Ry, R 5, N Céc luc nay ciing nim

trong mat phang oxy. ( xem hinh 2.15)
Phuong trinh can bang ctia hé luc viét duoc:

>X, =X, - X'y =0;

Sm,(F) =- Y'5.b + Ne %b -Q. gz 0;

2b b b
F)=-Y,.— +Q=-Y. —=0;
2m(F) AT Q6 B 3

Trong d6 X'y = X, Y'z = Y nhung ¢6 chiéu nguoc lai.

Giai hé 3 phuong trinh trén tim dugc:
X, = X = 15kN;

1 1
YA= ZQ - EYB: '7,5kN;

Y.= %Q + gYB= 52.5kN.

Két qua cho gia tri cia Y, mang dau am c6 nghia chiéu Y, chon la sai

phai dao lai.
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Chuong 3
MA SAT VA BAI TOAN CAN BANG CUA VAT KHI CO MA SAT

3.1. MA SAT TRUQT VA BAI TOAN CAN BANG CUA VAT KHI CO MA SAT
TRUQT

3.1.1. Ma sat truot va cac tinh chat cia ma sat truot

Thuc tién cho thay bat ky vat nao chuyén dong truot trén bé mit khong
nhin cta vat khdc déu xuét hién mot luc can lai su truot ctia vat goi 1a luc ma sat
truot ky hiéu F_. Lam thi nghiém biéu dién trén hinh 3.1. Vat A dat trén mat
truot nim ngang va chiu tic dung cta luc P hop véi phuong thiang ditng mot géc
a. Phan tich P thanh hai thanh phan P, va P, nhu hinh v&. Nhan thdy rang P,
luon ludn can bing véi phan Iuc phdp tuyén N. Con luc P, 1a luc can dé ddy vat
A trugt trén mat.

Khi P khong doi ta nhan thdy géc o tang thi
P, tang. Trong giai doan dau vat A ding yén tren
mit B. Tur diéu kién can bang clia vat A cho thdy P, \?\ N

bang luc ma sat nhung nguoc chiéu. Néu ti€p tuc

tang gbc a. dén mot tri s6 ¢ thi vat A bat dau truot.

Luc ma st lic d6 cling tién t6i gidi han F,. Hinh 3.1
Tri s6 F, = Ntgop (3.1

O day N = P, 1a phan luc phdp tuyén ctia mit truot. Gé¢ ¢ goi 12 géc ma
sat; tge = f goi 1a hé s6 ma sat. Tir (3.1) ¢6 thé két luan: luc ma sit trugt luon
luon ciing phuong nhung ngugc chiéu véi chuyén dong truot, ¢6 tri s ty 1é thuan
vGi phan luc phap tuyén (ap luc) cia mat truot.

Heé s6 ma sat f duoc xdc dinh bang thuc nghiém, né phu thuoc vao vat liéu
va tinh chat cua bé mat ti€p xuc. Bang (3-1) cho ta tri s6 ctia hé s6 ma sét truot

doi véi mot vai vat liéu thuong gap
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Bang 3-1

Tén vat liéu Hé s6 ma sat
Da truot trén gob 0,46 + 0,6
GO truot trén gb 0,62

Kim loai truot trén go 0,62

Dong truot trén gang 0,16

Dong trugt trén sat 0,19

Thép truot trén thép 0,15

Luc ma sat xudt hién trong giai doan vat & trang thai tinh goi 1a ma sat
tinh. Luc ma sat tinh tang tu khong dén tri s6 gi6i han F, = f)N. Luc ma sat xuat
hién trong giai doan vat chuyén dong truot ta goi 12 luc ma sat dong. Trong trang
thdi tinh luc kéo (ddy) vat luon can bing vé6i luc ma sét tinh con trong trang thai
chuyén dong luc kéo (ddy) P, vira phai thing ma sat dong vira phai du mot phan

dé tao ra chuyén dong cua vat. Néu goi luc ma sat dong cua vat1aF_  thiF_ =

mss
f,N, trong d6 f, goi 1a hé s6 ma st dong. Qua nhiéu thuc nghiém thay rang luc
ma sat dong thuong nhd hon mot chit so véi ma sat tinh giéi han. Hé s6 ma sat
dong khong nhitng phu thudc vao vat liéu va tinh chat bé mat ti€p xdc cua vat ma
con phu thudc vao van toc truot ctia vat. Trong phan 16n cac truong hgp cho thay
khi van toc tang thi hé s6 ma sat dong giam va nguoc lai. Thi du hé s6 ma sat
dong giita banh dai 1am bing gang vdi day dai phanh bang thép c6 thé xac dinh
theo cong thirc:
_ 1+0,0112v

¢ 1+0006v

Trong d6 v 1a van téc truot tinh bang km/h con f, = 0,45 khi mat ti€p xuc
kho va f, = 0,25 khi mat ti€p xic uét.

Trong tinh hoc vi chi xét bai todn can biang nén ma sat phai 12 ma sat tinh.
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3.1.2. Bai toan can bang cua vat khi chiu ma sat truot

Xét vat ran dat trén mat tua (mat truot). Gia thiét vat chiu tdc dung ca cac
luc F, F,, ... F,. Cic luc lién két bao gébm phén Iuc phap tuyén N; va lyc ma sat
F s

Khi vat can bang ta c6 hé luc sau:

, N

(F, R, ... F

2s N, Frg) ~ 0 j=1...s las6 bé mat ti€p xuc

Dé vat can bang phai c¢6 cdc phuong trinh can bing nhu da xét & chuong 2.
Ngoai cdc phuong trinh can bang ra dé dam bao vat khong truot phai ¢ cac diéu
kién:

F,; <fN. F,; 1a luc day tong hop.

Trd lai so d6 (3.1) ta thay khi khong c6 truot thi
tga = Fs <f = tgo
N (o]

Ta c6 thé phat bi€u diéu kién khong truot nhu sau:

Diéu kién dé vat khong truot 1a hop luc P tdc dung lén vat ndm trong mat
nén ¢6 géc dinh 2¢ ( ta goi nén nay 1a nén ma sat).Khi P ndm trén nén ma sét 1a
ltc sdp xay ra su truot ctia vat A.

Thi_du 3.1: X4c dinh diéu kién dé
cho vat A c6 trong luong P nam can bang
trén mat nghiéng so v6i phuong ngang mot
gbc B. Hé s06 ma sat tinh 1a f (hinh 3.2)

Bai gidi: Xét vat A nam can bang

trén mat nghiéng dudi tac dung cua céc luc

(P, N, F_) Vi vat ¢6 xu huéng truot Hinh 3.2
xubng nén luc ma sat F . luon luon huéng

ve phia trén nhu hinh V&,

Dé vat can bang phai co:
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(P, N, F,)~0 vaF <fN.

Gia thiét rang vi tri dang xét 1a vi tri giéi han giita can bang va truot thi luc

ma sat F_ = F, = f N. Diéu kién dé hé luc tac dung lén hé vat can bing la:
F, = Ntgf
Mat khéc vi F, < Nf,,. Suy ra tg3 <f,.
Nhu vay diéu kién dé cho vat can bing phai la tgf < f,.
Tri s6 cuia géc B = B, vdi tagP, = f, chinh bang géc ma sat @.

Thi du 3.2: Gi4 treo vat niang c¢6 so d6 nhu hinh vé 3-3. Vat treo c6 trong
luong P, hé s6 ma sdt truot tai cidc diém tua A va B 1a f,. Kich thuéc cho theo

hinh vé&. Xac dinh diéu kién can bang cho gia.
Bai giai:
Khao sit su can bing

cta gid. Luc tic dung lén gia

ngoai trong lugng Pcla vat F

A con c6 phan luc phip b

tuyén va luc ma sat & diém

tva AvaBla: N,N', F, F'

Néu khoang cach 1 1a a) b)

khong d6i, diéu kién céan
. ' Hinh 3.3
bang cua gia la:

,N,N', F, F)~0

o!

(

VaF<fN; F <fN'

-

Tai vi tri gi6i han nghia 1a ldc sap x4y ra su truot cta gia trén cic diém tua

ta ¢6 phuong trinh can bang nhu sau:
N-N'=0; (1) F:fON 4)

F+F-P=0 (2) F =fN 4)
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N.h-F.dy, - P=0; 3)

O day d,, 12 khoang céch gidi han cua hai diém twa A va B cho phép iing
v6i lic bat dau truot.

Giai hé phuong trinh trén ta dugc:

N =N F=F; P=2fN;

h = f,dy, + 2f | hay dy, = fﬂ

0

-21

Khoang cach d cang 16n dp luc N cang 16n va ma sat cang 16n, diéu kién

can bang cla gia viét duoc:

h
dy> - -2

Thi du 3.3: Tim di€u kién khong truot cta day dai quan trén banh dai tron
c6 ké dén ma sdt trugt véi he so f, (hinh 3-4) , bo qua tinh dan héi cua day dai.

Bai giai:

Tim diéu kién khong truot cia day dai c6 nghia la tim diéu kién can bang
ctia doan dai AB cua dai dudi tic dung céc luc T,, T, (T, > T,) cédc phan luc
phap tuyén N va cac luc ma sat trugt F phan b6 lién tuc trén cung AB.

Khi day dai sap truot ta xét mot cung nho ED trén day dai. Bén nhéanh chu
dong c6 luc tic dung 1a T + ATcon bén nhdnh
phu dong luc tic dung 12 T. Goi phan luc phap
tuyén lén cung dai nay 12 Nva luc ma sit truot

lén cung nay 1a F ta s& c6 phuong trinh can bang:

- T cos d?e+ (T+dT)cos d_26 -F=0

-N-Tsind—ze-(T-dT):O

Hinh 3.4

Trong d6 F = fN. B6 qua cac vo cung bé
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bac hai tr& 1én ta dugc: F = dT va N = Td0O. Thay gi4 tri trén vao biéu thic F =fN

ta c6 dT = £.T.d6. Tich phan hai v€ tuong ting véi can tir A dé€n B ta duoc

InT

A _te ‘A hay In 2 = f.c
B B T,

a 12 géc chan cung AB goi 12 géc bao cua dai.
Suy ra: T, = T,.e™

Luc kéo bén nhanh chu dong T, cang 16n hon bén nhanh bi dong thi kha
ning truot cang nhiéu do dé diéu kién dé day khong truot phai 1a:

T,<T,.e"

Cong thitc nay duoc goi 1a cong thitc Ole

3.2. MA SAT LAN VA BAI TOAN CAN BANG CUA VAT RAN KHI CO MA
SAT LAN

Ma s4t 1an 12 mo6 men can chuyén dong lan cta vat thé nay trén vat thé khéc.

Xét mot con lan hinh tru ban kinh R trong lugng P lan trén mot mat phing
ngang, nho luc Q dit vao truc con lan (xem hinh 3.5). Trong trudng hop nay con
lan chiu tac dung cta cic luc: P, Q, N, F,_. Trong cdc luc d6 hai luc QvaF
tao thanh mot ngau luc c6 tdc dung 1am cho con lan chuyén dong lan. Con lai hai
luc P va Ntrong trudng hop con lin va mit lan 13 ran tuyét doi thi ching tring
phuong.Trong thuc t€ con lan va mat lan la nhitng vat bi€n dang hai luc P va N
khong trung phuong ludn song song va cach nhau mot khoang cach k. Hai luc
nay tao thanh mot ngau luc cé tac dung can lai su lan ctia con lan. M6 men clia
ngau (P, N) duoc goi 12 m6 men ma sat lan. Néu ky hiéu mo men ma sit lan 1a
M, thi M, =kN.

Goi k 1a hé s6 ma sat 1an. Khac véi hé s6 ma sat truot hé s6 ma sat lan k

c6 tht nguyén l1a do dai.
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Heé s6 ma sat lan duoc xdc dinh bang thuc nghiém, né ciing phu thudc vao
tinh chat vat liéu va bé mat lan, khong phu thudc vao luc N. Sau day 1a hé s6 ma

sat lan ciia mot vai vat thuong gap.

Vat lieu He s6 k (cm)
G6 lan trén go 0,05 + 0,08
Thép lan trén thép 0,005

G6 lan trén thép 0,03 =+ 0,04
Con lan thép trén mat thép 0,001

Hinh 3.5
Bai todn can bing cua vat khi ¢6 ma sat lan ngoai diéu kién hé luc tac
dung lén hé ké ca cac phan luc va luc ma sdt can bing con phai thém diéu kién

khong c6 lan bi€u dién boi phuong trinh:

M_>QR

Thi_du 3.4: Tim diéu kién can bang cua con lan
trong luong P, ban kinh R ndm trén mat phang nghiéng mot

goc a.. Cho hé s6 ma sat lan 1a k. (xem hinh 3-6)

Bai giai:
Xét con lan & vi tri can bang. Phan tich P thanh hai Hinh 3.6

luc P, P, nhu hinh vé (3-6).

Ta c6 diéu kién dé con lin khong lan 1a:P,.R = R.P.sina < P,.k = P cosa

Hay R.P.sina < P.cosa. tga < %
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Nhu vay diéu kién dé con lan can bang 1a: tga < %

Thi du 3.5: Vat hinh tru c6 trong luong P ban kinh R nim trén mat phing
nghiéng mot géc o. Khai tru chiu tdc dung luc didy Q song song véi mat phang
nghiéng. Tim diéu kién khéi tru ditng yén trén mat phiang nghiéng va diéu kién dé

n6 lan khong truot 1én phia trén. Hé s6 ma sat 1an 1a k va hé s6 ma sat truot la f.

a) b)

Hinh 3.7
Bai giai:
Diéu kién dé khoi tru can bang trén mat phang nghiéng 12 :
(P,Q,N,F ,M_)~0
Mait khdc dé khoi tru khong lan (hinh3.7a ) khong truot xuéng phai cé
thém diéu kién:
M, <k.N; F, .<fN

Nhu vay phai thoa man cac phuong trinh sau:

2X;=Q-Psina +F,  =0; (1)
2Y,=-Pcosa. +N =0; (2)
>m, =PRsina-QR-M,, =0 (3)
F_<fN 4)

M_ <kN (5)

ms—
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Tir ba phuong trinh dau tim dugc:

N=Pcosaa ; F, =Psina-Q ; M, ,=R(Psina-Q)
Thay cac két qua vao hai bat phuong trinh cu6i duoc:
P.sina - Q <f.Pcosa ; R(Psina-Q) < k.Pcosa

Hay: Q > P(sina - f.cosa)

Q = P(sina - %cosoc)
Thuong thi % < f do d6 diéu kién téng quat Ia:
Q > sinaL - %cosa > sina - f.cosa

P

Dé vat lan khong truot 1én ( hinh3.7b ) phai ¢6 cdc diéu kién:

22X, = Q-Psina + F,_, = 0; (1"
2.y, =- Pcosa +N = 0; (2"
>m, =Psina - QR+ M, =0; 3"
F_<fN @)
M, >kN (5)

Bat phuong trinh (4') dam béo cho vat chuyén dong c6 trugt 1én. Con bat
phuong trinh (5') dam bao cho con lan ¢6 kha nang lan 1én trén.

Tt 3 phuong trinh dau ta duoc:

N = Pcosa,; F..=Q-Psina ; M, . = R(Q-Psina)

Thay thé vao hai phuong trinh cuo6i ta dugc:

Q - Psina < f.P.cosa;

R(Q-Psina) > kPcosa.

Vay diéu kién dé khoi tru lan khong truot Ién trén 1a:
Q

. k .
sSio + E cosa < < sino + f cosa..

Diéu nay noi chung c6 thé duoc nghiém vi % thuong nho hon f.s



_46-

Chuong 4
TRONG TAM CUA VAT RAN

4.1. TAM CUA HE LUC SONG SONG

Hé luc song song (F,, F,, ... F,) ludn ¢6 hop luc R song song véi cac luc

da cho. Theo Iy thuyét vé hé luc, hop luc R duoc xac dinh béi biéu thiic:

R=F, +F +.. F,= YF, (4-1)
=

Khi ta thay doi phuong ctia hé luc phuong ctia hop luc ciing thay déi theo.
Chang han liic dau hé luc c6 hop luc 1a R song song véi céc luc da cho , sau khi
xoay hé luc cho song song véi truc oz ta s&€ dugc hop luc R' ¢6 do 16n biang R
nhung c6 phuong song song voéi
truc oz. Mac du hop luc thay doi
phuong khi phuong cua hé luc
thay do6i nhung dudng tdc dung
cia ching déu di qua diém C
diém nay goi 1a tam cta hé luc

song song da cho.

Pé x4c dinh vi trf ctia tam C

ta van dung dinh Iy Va-ri-nhong. x /

Cho hop luc R ' nhu hinh vé ta c6:

M,R) = Ym,(F");

Hinh 4.1

RX, = YFx;
i

Zn:FiXi
_ il :
hay X. - ;
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Trong d6 X, 1a toa do clia diém C trén truc ox, x; 12 toa do cua di€ém A,
trén truc ox.

Bing cach xoay phuong ctia hé luc cho song song véi truc ox va oy ta s&
nhan duogc cac két qua tuong tu véi toa do cua C trén hai truc oy va oz. Ta xac

dinh hé toa do cua tam C theo céc bi€u thifc sau:

X. = ;
R
D Ry
Y — i=1 . 4-2
¢ o (4-2)
Zn:FiZi
7 — il
¢ R

Nhu vay c6 thé x4c dinh hop luc cta hé luc song song nhd cdc biéu thitc
(4-1) va (4-2)

4.2. TRONG TAM CUA VAT RAN

Coi vat ran 1a tap hop cta n phan tir ¢6 trong luong P, P, ..P . Céc
trong luc P, tao thanh mot hé luc song song. Tam ctia hé cac trong lugng phan tir
nay goi la trong tam cua vat.

Nhu vay goi C la trong tam cua vat thi toa do ctia diém C duoc xac dinh

bing cac biéu thifc sau:

Y, =2 4-3)
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n
Zpizi
Z. = 1= .
¢ P

Trong d6 P, va P la trong lugng clia phan tir thi i trong vat, va trong lugng

clia ca vat, con x,, y;, z; 1a toa do cua phan tu thi i.

Nhu vay trong tam cua vat 12 mot diém C trén vat ma tong hop trong

luong clia ca vat di qua khi ta xoay vat d6 & bat ky chiéu nao trong khong gian.
4.3. TRONG TAM CUA MOT SO VAT PONG CHAT

4.3.1. Vat ran 1a mot khoi dong chat
Goi trong luong riéng ctia vat 1a y ( trong luong cia mot don vi thé tich)

thi P, = y.v, va P = y.v. Trong d6 v, va v 1a thé tich cta phan tir thit i clia vat va thé

tich ca vat. Toa do trong tAm ctia vat lic ndy c6 thé xac dinh boi cac biéu thiic:

n n

iZ;,Vixi izl‘,ViYi ZViZi

ReZ 00 Ye= Ty AR

4.3.2. Vat ran la mét tam mong dong chat

Goi trong luong riéng cta vat rian 1a y ( trong lugng ctia mot don vi dién
tich) ta s€ c6 P, =7.S; va P = v.S & day S, va S 1a dién tich cta phan tkr thit i ctia
vat va dién tich toan vat. Toa do trong tam cua vat trong hé toa do oxy chita vat

x4c dinh theo bi€u thic sau:

4.3.3. Vat ran 1a mét day hay thanh manh dong chat

Goi trong luong riéng cta vat 1a y ( trong luong ciia mot don vi chiéu dai
vat) ta ¢6 P, = y.L. va P =y.L. Trong d6 L, va L 1a chiéu dai cta phan ti thi i va
chiéu dai ctia ca vat. Toa do trong tam cua vat lic nay c6 thé x4c dinh bdi cac

biéu thtc:
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n n n
ZLiXi ZLiyi ZLiZi
Xe == Ye= S0 z,= :

4.3.4. Vat ran dong chat ¢6 mot tam, mot truc hay mot méat phang doi xiing

Ta ¢6 nhan xét rang trén vat bao gio ciing tim duoc hai phan tlir d6i xiing
c6 trong luong P,, P, nhu nhau song song cling chiéu qua tam déi xing, truc doi
xitng hay mat phang doi xing clia vat va nhu vay hop luc ctia né sé di qua diém
doi xing ndm trén truc d6i xtng hay mat phang déi xing. Dé dang nhan thdy
rang hop luc cua cdc P, (i = 1...n), nghia l1a trong lugng clia vat bao gio ciing di
qua tam doi xing, truc d6i xing hay nim trong mit phang doi xting néu nhu
xoay vat sao cho mat phang déi xting d6 & vi trf thang diing. N6i cach khac trong
tam cla vat trong truong hop ¢6 mot tam doi xung, cé mot truc doi xing hay co
mot mit phing doi xting bao gid ciing nim trén tam d6i xing, truc d6i xiing hay

mit phing doi xing doé.
4.3.5. Trong tam cua vat c6 thé phan chia thanh nhirng vat nho don gian

Trong truong hop nay ta chia vat thanh

~ y
cac phan c6 hinh dang don gian dé xac dinh A S

trong tam, sau dé coi moi vat dé6 nhu mot phan
tr nho cha ca vat, moi phan tir nay c6 trong
luong dat tai trong tam. X4c dinh dugc trong

lugng va trong tam cac phan nhd cua vat ta sé

xdc dinh dugc trong tam cla ca vat nho cic
1

biéu thic xéc dinh toa do trong tam O trén.

Sau day ta van dung nhitng két qua trén 0
deé tim trong tAm cua mot sO vat. Hinh 4.2
Thi du 4.1: X4c dinh trong tam cua tam Bine 4.1
ton phang c6 hinh dang nhu hinh vé (4-2). C, | G | ¢
X; -1 1 5
Biét rang tam ton 1a dong chat va kich y, 1 5 9
S | 4 |2 | 12

thudc ctia céc canh tinh bang cm di cho trén
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hinh.
Bai giai:
Trudc hét chia vat thanh 3 phan, méi phan 1a mot hinh chit nhat nhu hinh

vé& (4-2). C4c hinh nay la c4c tdm phang va cé tam doi xiing 1a C,, C, va C,. Toa

do trong tam va dién tich cta n6 c6 thé xac dinh nhu bang 4.1.
Dién tich cua ca vat 1a :
S=S,+S,+S; =36 (cm®)

Ap dung cong thiic (4.5) ta c6:

S 36 9
- ViSi+Y,S; +YsSy _ 4+100+108 _ (8
S 36 9

Trong tam C cta vat hoan toan dugc xac dinh.

Thi_du 4.2. Tim toa do trong tam cla tdim phang giéi han bdi hai dudong
tron ban kinh R va r ( xem hinh v€ 4.3). Cho biét khoang cach giita hai tam la
c,C, = a.

N

Bai giai:

Chon hé toa do nhu hinh v&. Phan tich
thanh hai phan moi phin 12 mot tdim tron y
nhung & day tam tron c¢6 ban kinh r phai coi

nhu vat ¢6 tiét dién am. Cu thé ta c6: Phan 1

R

la mot tdm tron cé ban kinh R c6 toa do

trong tam 13 x, = 0 va y, = 0. Dién tich 1a S, / O\ R
c IC

= nR?. Phan 2 12 t4m tron c6 ban kinh 1, toa /

do trong tam 1a x, = a, y, = 0 va dién tich la

S, = -nr’.Dién tich ca vat 1a :

S=S,+S,=n(R*-r?)
Hinh 4.3
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Ta c6 thé tinh dugc toa do trong tam clia vat.

XS xS, | ar?

¢ S R2 —r?

2

_ YiSi+YeS, _ 0
C S *

Thi du 4-3. Tim trong tam cua mot cung tron AB ban kinh R, géc & tam
1A AOB=2 o (hinh 4-4)

Néu chon hé toa do nhu hinh v€ ta thiy truc ox la truc déi xing do do
trong tam C cha ching nim trén truc ox c6 nghia 13 y, =0. O day chi con phai
xac dinh x,

Ta chia cung AB thanh N phan nho, moéi phan c6 chiéu dai Al,, c6 toa do

X, = Rcoso,.
Theo cong thic (4.6) co6: y

n
D ALX, B
— =1 1 !

X =S =1 gAlchoscpk Al

Thay Al,cosp, = AY, ta co: Qi _ X

X,= ZRYAY,= -R.AB
L 3 L

Thay L = R.2a va AB = 2R sina ta dugc: A
Hinh 4.4

= R.2sina ~R. sino 4-7)
R.2a a

Thi du 4-4: Tim trong tam ctia mot tAm phang hinh tam gidc ABC dong
chat (hinh 4-5).

Bai giai: A
Chia tam giac thanh cac dai nho song song K
v6i ddy BC. Mbi dai nhé thit i duge coi nhu mot G
B E C

Hinh 4.5
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thanh manh va trong tam ctia n6 dat tai gitta dai. Nhu vay trong tam cua cac dai
sé nam trén dudng trung tuyén AE va trong tAm cua ca tam gidc cling ndm trén
AE.

Chitng minh tuong tu ta thdy trong tam cua tam gidc phai nam trén trung
tuyén BG va trung tuyén CK. RO rang trong tam cuia tam giac chinh 1a giao di€ém

ctia ba duong trung tuyén cua tam giac do.
Trong hinh hoc ta da biét diém dé dugc xac dinh theo biéu thc:

1

CE=:-AE
3

Thi du 4-5 Tim trong tam cua vat dong nhat hinh ti dién ABDE nhu hinh
Ve (4-6) .

Bai giai:

Ta chia hinh thanh cic phan nho nho cac
mat phang song song v6i ddy ABD. Mbi tdim
dugc coi nhu mot tim phang dong chat hinh tam
giac trong tam cuia modi phan dugc x4ac dinh nhu
O thi du 4-4. Lép sat day sé ¢o trong tam la C,véi

Cy = %BK (BK Ia trung tuyén cua day ABD).

Nhu vay tit ca cac trong tdm cia cac phan s€ Hinh 4.6

nam trén dudng EC, va trong tam cua ca vat ciing sé nam trén EC,.

Tuong tu ta tim thdy trong tam cua vat nam trén duong BC, véi C, 1a trong
tam tam gidc EAD. Két qua 1a trong tam C cta hinh v& nim trén diém C 1a giao
diém cua EC, va BC,.

Theo hinh vé ta ¢c6 ACC,C, dong dang v6i A ECB mat khic C,C, =

%BE va KC, = %KB tu d6 suy ra:



Suy ra CC, = %CE =%C1E
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Phén 2

PONG HOC
Pong hoc nghién ciu cdc qui luat chuyén dong cua vat thé don thuin vé
hinh hoc, khong dé cap dén khoi luong va luc. Nhitng két qua khao sat trong
dong hoc s& 1am co s& cho viéc nghién ciu toan dién céc qui luat chuyén dong

cua vat thé trong phan dong luc hoc.

Trong dong hoc vat thé dugc dua ra dudi hai mo hinh: dong diém va vat
ran. Pong diém 1a diém hinh hoc chuyén dong trong khong gian, con vat ran la
tap hop nhiéu dong diém ma khoang cdch giita hai diém bat ky trong né luon
luon khong d6i. Khi khdo sat céc vat thuc ¢o kich thue khong dang ké, co thé

coi nhu mo hinh dong diém.

Chuyén dong 1a su thay d6i vi tri clia vat trong khong gian theo thoi gian.
Don vi do do dai 1a mét va ky hiéu m, don vi do thoi gian 12 giay viét tat 1 s.

Tinh chét ctia chuyén dong phu thudc vao vat chon 1am moc dé so sdnh ta
goi l1a hé qui chi€u. Trong dong hoc hé qui chi€u duoc Iua chon tuy y sao cho
viéc khao sat chuyén dong cua vat duoc thuan tién . Dé c6 thé tinh todn nguoi ta
con phai chon hé toa do gin véi hé qui chi€u. Thong thuong mudn hinh vé dugc

don gian ta dung ngay hé toa d6 1am hé quy chiéu.
Tinh thoi gian thong thudng phai so sanh v6i moc thoi diém ¢, chon trudc.

Vé noi dung, dong hoc phai tim cdch xdc dinh vi tri cia vat va mo ta

chuyén dong ctia vat theo thoi gian so v6i hé quy chi€u da chon.

Thong s6 xac dinh vi tri cta vat so véi hé quy chi€u da chon la thong s6

dinh vi. Thong s6 dinh vi c6 thé 1a véc to, 1a toa do, 1a géc...

Qui luat chuyén dong duoc bi€u dién qua cdc biéu thic lién hé giita cac
thong s6 dinh vi vdi thoi gian va duoc goi 1a phuong trinh chuyén dong. Trong
phuong trinh chuyén dong thi thoi gian dugc coi la doi s6 doc lap. Khi khir doi
so thoi gian trong phuong trinh chuyén dong ta duoc biéu thic lién hé giita cdc

thong so dinh vi va goi la phuong trinh qiii dao.
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Dé biéu thi tinh chat clia chuyén dong ta dua ra cdc dai luong van toc va
gia toc. Van toc 1a dai lugng bi€u thi hudng va téc do chuyén dong cta diém hay
vat.Gia t6c 1a dai lugng biéu thi su thay déi clia van toc theo thoi gian. Gia toc
cho biét tinh chat chuyén dong déu hay bién déi. Van toc va gia t6c 12 cdc dai
luong phu thudc vao thoi gian.

Cian cit n6i dung ngudi ta chia dong hoc thanh hai phan: dong hoc diém va
dong hoc vat ran. Khi khao sdt dong hoc cua vat rin bao gio cling gom hai phan:
Pong hoc clia ca vat va dong hoc cia mot di€ém thuoc vat.

Chuong S
CHUYEN PONG CUA PIEM

5.1. KHAO SAT CHUYEN PONG CUA PIEM BANG VEC TO

5.1.1. Thong s6 dinh vi va phuong trinh chuyén dong

Xét dong diém M chuyén dong trong ,

/7 ©)

hé qui chiéu oxyz (hinh 5-1).

Vi tri dong diém M duoc xé4c dinh néu

=l

biét véc to T = OM. Véc to T 1a thong s6 dinh

vi ciia dong diém.

e .2 PP . . 0) T
Khi dong diém chuyén dong véc to 7 §

bién thién lién tuc theo thoi gian ¢ do do6 ta
viét dugc:
F=7(t) (5-1) X
Néu biét dugc qui luat bién thién (5-1)
ta hoan toan xac dinh duogc vi tri cia dong Hinh 5.1
diém & bat ky thoi diém nao. Biéu thitc (5-1) 1a phuong trinh chuyén dong cua

dong diém M viét duéi dang véc to.
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Trong qua trinh chuyén dong, dong di€ém vach ra mot dudng goi 1a qui dao
chuyén dong ctia dong diém. Phuong trinh clia dudng qui dao ciing chinh la
phuong trinh chuyén dong (5-1) nhung viét dudi dang thong s6.

Néu duong qui dao 12 thang ta néi dong diém chuyén dong thiang, néu

dudng qui dao 12 cong ta néi chuyén dong cua di€ém 1a chuyén dong cong.
5.1.2. Van téc chuyén dong ciia diém

Gia thiét tai thoi diém ¢ vi tri clia dong diém xdc dinh bdi véc to dinh vi T .
Tai thoi diém t, = t + At dong diém dén vi tri M, xac dinh boi T |, ta c6 MM, =

—

— e - Ar - 9 .2
F, - T= Ar (xem hinh 5-2). Goi ty s0 Kt l1a van toc trung binh cua dong diém

trong khoang thoi gian At va ky hiéu 1a v, . Khi At cang nho nghia 1a M, cang
gan M thi V, cang gan dén mot gidi han,
gi6i han do6 goi la van toc tic thoi tai thoi
diém t.
Néu ky hiéu van t6c tdc thoi cla
dong diém 1a V thi:
AV _df

v=lim= ="
At—0 At dt

(5.3)

Van t6c tic thoi cuia dong diém bang

dao ham bac nhat theo thoi gian cua véc to

dinh vi tai thdi diém dé.

Hinh 5.2

Vé mat hinh hoc ta thdy véc to AT
nam trén cat tuyén MM, va huéng tix M dén M, vi vay khi tién tGi giGi han véc to
van toc V sé ti€p tuyén véi qui dao 6 tai vi tri M dang xét va hudng theo chiéu
chuyén dong cta diém.

Don vi dé tinh van toc 1a mét/giay viét tat 1a m/s
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5.1.3. Gia toc chuyén dong cua diém
Gia thiét tai thoi di€ém t diém ¢ van téc V va tai thoi diém t; diém c6 van
~ Av _ \_71 - \_7

toc la v,. Ty sO
- 1Yy At

At. Gidi han ty s6 do khi At tién t6i khong goi 1a gia toc tifc thdi W cta diém. Ta

goi 1a gia t6¢ trung binh clia diém trong thoi gian

7z

CoO:

. AV dv d?f
wW=Ilim—=—=— (5-3)
A0 At dt dt2

Nhu vay gia t6c tic thoi ciia diém 1a

véc to dao ham bac nhit theo thoi gian cua

véc to van toc hay dao ham bac hai theo 0) Y

thoi gian ctia véc to dinh vi. V& mat hinh
hoc véc to AV bao gio cling hudng vé phia X
16m cta duong cong (xem hinh 5-3), do Hinh 5.3
d6 véc to gia tdc Whbao gid cling huéng vé
phia 16m ctia dudng cong. Pon vi dé do gia toc 1a mét/giay? viét tat 1a m/s?
5.1.4. Tinh chat ciia chuyén dong

Pé xem xét chuyén dong clia diém 1a thang hay cong ta can cit vao tich
VXW=C

Néu C =0thi V va W cung phuong, nghia la van téc V ¢6 phuong khong
déi. Chuyén dong liic d6 12 chuyén dong thang.

Néu C # 0 thi V va W hop v6i nhau mot géc diéu d6 chiing td véc to V
thay doi phuong va chuyén dong s& 1a chuyén dong cong. Dé xét chuyén dong

cua di€ém 1a déu hay bién doéi ta can cit vao tich vo huéng V. W = B.

o\ 2 2
Viv?= (V) nén dv)° _d0v) Ly w
dt dt

Cho nén néu B = 0 thi chitng t0 v 1a hing s6 nghia 12 dong diém chuyén

dong déu.
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Néu B # 0 thi v 1a dai luong bién déi, chuyén dong 1a bién déi. Néu B > 0

chuyén dong nhanh dan va B < 0 chuyén dong cham dan.
5.2. KHAO SAT CHUYEN PONG CUA PIEM BANG TOA PO PE CAC

5.2.1. Thong s6 dinh vi va phuong trinh chuyén dong

Xét dong diém M chuyén dong theo z

dudng cong trong hé truc toa do dé cdc oxyz
M

(hinh 5-4). :

O day cac toa do x,y,z la cac thong so kg 1 z
dinh vi ctia diém M. 0 g y

Khi M chuyén dong cac toa do nay thay i )x
déi lién tuc theo thoi gian do d6 ta co: X y

X =X(1);

Hinh 5.4
y =y(®); (5-4)
z = 7(t).

Cac phuong trinh (5-4) 1a phuong trinh chuyén dong cuia diém va ciing 1a

phuong trinh qui dao ctia diém viét du6i dang thong s6 trong toa do Dé céc.
5.2.2. Van téc chuyén dong cua diém

Néu goi cdc véc to don vi trén ba truc toa do 1a i, j, kthi véc to dinh vi va

véc to van toc co thé viét:

F =xi+yj+zK.Suyra

Lo dr _d, - - v dx - dy = = dz -
V= —=— zk)y=—1i+ 2]+ —k
(T Y EO =i e Iy
(5.5)
Biéu thuc trén ching to
V=d—x=>'(; v=d—y=y; v=d—z=2. (5.6)
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Hinh chiéu véc to van toc 1én cdc truc toa do bang dao ham bac nhat theo

thoi gian c4c toa do tuong tng.

Dua vao cdc biéu thiic (5.6) dé dang xac dinh dugc véc to van toc ca vé do

16n va phuong chiéu.

5 a — d_XZ ﬂz %2
V—\/V x +V Y+VZ_\/(dtj + a + o

Vx Vy Vz
cos(ox,v) = =% cos(oy,v) = —; cos(oz,v) = —*%.
Y Y Y

5.2.3. Gia toc cua diém

Tuong tu nhu doi v6i van toc, dua vao bi€u thite (5.3) ta ¢6 thé tim thay:

dv,  d?x
WX = = —= ;
dt dt?
dv d?
W, = _y — _y: Y, ; 5.7
et g 6D
dv, d?z
w, = = —=
dt  dt?

Gia toc chuyén dong cua diém s& dugc xac dinh vé do 16n va phuong

chiéu theo cac biéu thiic sau:

W= Wi + Wl w2, =%+ §2+ 27

W, wy, w,
cos(ox,w) = ;  cos(oy,w) = —=; cos(oz,w) = —*%.
w w w

Khi bi€t V vd W ta c6 thé xem xét dugc tinh chat chuyén dong ctuia diém M.
5.3. KHAO SAT CHUYEN PONG CUA PIEM BANG TOA PO TU NHIEN

5.3.1. Thong s6 dinh vi va phuong trinh chuyén dong

Gia thiét dong diém M chuyén dong theo mot dudng cong AB trong hé

toa do oxyz. (xem hinh v& 5.5). Trén qui dao AB ldy diém O lam g6c¢ va chon
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chiéu duong cho dudong cong. Thong thudng ta chon chiéu duong cua dudng
cong 1a chiéu ma dong diém chuyén dong. RS rang néu biét cung OM = s ta ¢
thé biét vi tri clia diém M trén qui dao. N6i khdc di cung OM = s 14 thong s6
dinh vi clia dong diém, con goi 1a toa do cong. Khi diém M chuyén dong s sé&
bién dai lién tuc theo thoi gian nghia 1a:

s = s(t) (5.8)

Biét duoc quy luat bién thién (5.8) ta c6 thé xac dinh vi tri cia diém M &
bat ky thoi di€ém nao. Biéu thic (5.8) duoc goi 1a phuong trinh chuyén dong cua
diém. Theo phuong phdp nay dé xéac dinh chuyén dong ctia diém phai biét:

- Qui dao chuyén dong AB

- Chiéu chuyén dong trén qui dao

- Quy luat chuyén dong (5.8).

5.3.2. Van toc chuyén dong cua diém

Gia thiét dong diém chuyén dong trén dudng cong AB. Tai thoi di€ém t
dong di€ém & vi tri M x4c dinh béing toa do cong s. Tai thoi diém t, = t + At di€ém
& vi tri M, xdc dinh bang toa do cong s, = s + As.

» o~ AS 8 —5S s
Ty s6 — =2 "=y, _ goila toc do trun
y AL AL o SC 9 g

Gi6i han cua ty sO nay khi At tién téi
khong goi 1a t6¢c do tic thoi cua diém tai thoi
diém t va ky hiéu Ia v.

. As ds |
m—=—=3§

At—0 At dt

(5.8)

Van toc ¢6 gia tri bang dao ham bac nhat

theo thoi gian cua quang duong s, ¢6 phuong ti€p ©

Hinh 5.6
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tuyén véi qui dao, hudng theo chiéu ctia chuyén dong. ( xem hinh 5.6).

5.3.3. Gia toc ti€p tuyén va gia toc phap tuyén cua diém.
5.3.3.1. Hé toa do tu nhién

Gia thiét chit diém chuyén dong theo
duong cong AB nhu hinh (5.7).

Trén dudng cong 14y hai diém MM,

lan can hai bén diém M. V& mat phang di

qua ba diém d6. Khi hai diém M,M,' tién AM :
gin dén M thi mat phang trén tién gan dén |

gi6i han clia né 1a mat phang (nt) goi 1a mat

phang mat tiép. Trong mat phang mat tiép i

vé duong Mt tiép tuyén vGi qui dao (trung Hinh 5.7

voi véc to van toc (V). Mot truc khac van

nam trong mat phang mat ti€p va vuong géc véi Mt tai M ky hiéu 1a Mn goi 12
phap tuyén chinh. Truc Mb vuong géc véi hai truc kia goi 1a trung phap tuyén.
Ta chon chi€u cua ba truc Mtnb tao thanh mot tam dién thuan va goi l1a hé toa

do tu nhién.

5.3.2. Gia toc ti€p tuyén va phap tuyén cua diém

Nhu trén da biét:
W = lim _ AV _ lim _ V-V
A0 At At>0 = At

Chié€u biéu thic nay lén cdc truc toa do tu nhién ta c6:

¢ lim _ vhi-Vv'

W = =
At>0 At

. lim v —y"

W= 4. = 5
At>0 At

wP =0

Trén hinh (5.7) goi cung MM, = As ; gbc hop boi vva Mt 1a A ta c6:



62-

. A 1
lim—=k==
At-0 AS p

Ty s6 k goi 1a do cong con p 1a ban kinh cong ctia quy dao tai M.
Mat khac khi chi€u véc to vva v, 1én cac truc ta dugc:

vi=v V'| = V,COSAQ;

v'=0 V', = v,;sinAg;

Thay thé két qua tim duoc vao biéu thifc ciia w' va w" s& dugc:

¢ _ .. V,COSAQp—V
W= lim
At—0 At
no_ 4. sinAo, .
W= ||m(V1 (P),
At—0 At

Khi At tién t6i 0, diém M, dan t6i M va A tién t6i 0, As tién t6i 0, v, tién

tGi v; cos tién t6i 1. Thay cdc gid tri nay vao biéu thifc trén ta nhan duoc:

_v,-v dv d’*s
wo=lim Y V88
At dt dt

9

sindg A sy v°

w" = lim(v, —.
At As At

Trong biéu thiic (5.9) w' va w" 1a gia toc ti€p tuyén va gia téc phap tuyén
ctia diém tai thoi diém t.

Gia toc ti€p tuyén W' ¢6 tri s6 bang dao ham bac nhat theo thoi gian cua
van toc hay biang dao ham bac hai theo thoi gian clia quang duong di s, c6
phuong ti€p tuyén véi qui dao, cing chiéu véi v khi w' > 0 va ngugc chiéu véi v
khi w' <0. (hinh 5.8).

Gia t6c phép tuyén W" c6 gid tri bang binh phuong ctia van téc chia cho
ban kinh cong, luon luon huéng theo phap tuyén Mn vé phia 16m cta dudng
cong.

Gia toc toan phan cuia diém M c¢6 thé xdc dinh theo biéu thic :



~63-

r2 n2 dv ? V2 i
W=4AW"+W "~ = — | +|— (510)
dt p

Phuong cta W luon luon huéng vé phia 16m cua dudng cong va hop véi

phap tuyén mot géc L.

!
tgu="—1; (5.11)

W

0+ O p)

Khi w'> 0 Khi w'< 0

Hinh 5.8

5.3.4. Mot so truong hop chuyén dong dac biét
5.3.4.1. Chuyén dong thdang

2
Trong truong hgpnay p =0 vaw" = Y _o.
p

Khi d6 chi con: w = w'=

o |
¢—F|<l

Gia t6c bang dao ham bac nhit theo thdi gian ctia van toc, cling chiéu véi
v khi w > 0 va ngugc chiéu v6i v khi w <0. Can chu y khi chuyén dong cua
diém la théng ta m&i c6 két qua trén.
5.3.4.2. Chuyén déng cong déu

Ta goi chuyén dong cong déu 13 chuyén dong ¢ tri s6 van téc khong déi

vV = const.

n

2
Khidow' = -0 viw=w'= V"
dt p
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Gia tOc toan phan bang gia toc phép tuyén ca vé do 16n va phuong chiéu.

Trong chuyén dong cong déu phuong trinh chuyén dong c6 thé thiét 1ap nhu sau:

Ta co: % =V, ds = vdt.

S t
Tich phan hai vé ta cé: I ds = jvdt,

SO t
Hay s =s, + v.t
5.3.4.3. Chuyén dong thdng bién doi déu
Trong truong hop nay w' = w" = 0 do d6 w = 0. Suy ra phuong trinh
chuyén dong x = x, + V.t
5.3.4.4. Chuyén dong cong bién doi déu
Chuyén dong cong bién d6i déu 1a chuyén dong c6 w' = const.

Ta co: C(jj_\t/ =w' dv=w'dt

Vv t
L4y tich phan hai vé& s& duge: [dv = [w'.dt, hay v=v,+ w't

v, t

Phuong trinh chuyén dong viét duoc:

ds
Prin v, + w't suyra: ds=vdt+w.tds

Hay:s=s,+ v t+

Sau day la mot s6 bai toan thi du.

Thi du 5.1: Xac dinh qu¥ dao, van toc
va gia toc ciia di€ém M nam giita tay bién AB
clia co céu bién tay quay OAB, (xem hinh
5.9) cho biét OA = AB = 2a va thoi diém

khao sat tuong ung vGi goc ¢ cua co cau, véi

¢ = omt.

Hinh 5.9
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Bai giai:

Chon hé toa do oxy nidm trong mat phing co cau.

Goi toa do clia diém M 1a x,y ta c6:

X = 2acos@ + a cos@ = 3 acoso;

y = a sing.

Day chinh 1a phuong trinh chuyén dong cuia diém trong toa do Dé céc.

Dé xéc dinh quy dao cuia diém, tir phwong trinh trén riit ra:

X :
cosmt = —; sinot = 7;
3a a
2 2
X
suy ra —+ y—z =1.
9a° a

DPay chinh la phuong trinh Enlip nhan cic truc doi xtng la ox va oy ( xem
hinh vé€ 5.9).

Dé tim van toc ta 4p dung biéu thic (5.6) co:

dx :
v, = —=-3asin ot;
dt

d
v, = —y:amCOSmt.
dt

Cu6i cing x4c dinh dugc van toc clia diém M nhu sau:

vy = Vix + V2y =4/9sin? ot + cos® ot a.

Phuong chiéu ctia V,, nhu hinh v&. Tir két qua trén ta thdy v_. = am va

min

= 3am.

max

Theo biéu thic (5.7) x4dc dinh dugc gia t6c cua diém M:

d*x 5

= -3am’cosmt = - ®’X;

WX =
dt?

— 2.3 _ 2. ..
wy—-aoo sImt = - ®7y;
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Gia toc toan phan w = \/034 (X* +y?) =o’r.
Phuong chiéu ctia w dugc xéc dinh nho cdc géc chi phuong nhu sau:

W X
cos(w,0x) = —~=——; cos(w,0y) = — =—=,
W r r

w

Tt két qua trén cho thdy phuong chic¢u W luon luon hudng tr M ve O.
Thi du 5.2. Diém M chuyén dong theo phuong trinh:

X=a sinmt ; Yy = a cosmt; Z=ut.

Trong d6 a, o va u 1a khong doi.

Xac dinh qu§ dao, van toc va gia toc clia diém M.

Bai giai:

Tir hai phuong trinh dau suy ra:

sinot + cos’ot=a*  hay x*+y*=a’ ()

Két hop phuong trinh (a) v6i phuong trinh z = ut ta thdy diém chuyén

dong trén mat tru ban kinh a va truc l1a oz.

T z = ut suy ra t = z/u va thay vao bié€u thic cua x ta dugc:

. W ®
X =asin—.z, y =cos—.Z;
u u

Quy dao cta diém M 1a mot dudng vit, ¢é truc oz.
Goi T, 1a chu ky ctuia dudng vit. T, xac dinh tir biéu thic:

ooT=2nhayT1=2—Tc
®

Trong thoi gian T, dong diém quay quanh truc oz dugc mot vong dong

e . 2Um e
thoi ciing tién theo doc truc oz mot doan h =uT, = ——; h goi la bu6c cua vit.
®

DPé x4c dinh van t6c va gia toc ta 4p dung phuong phdp toa do Dé cic.
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V, = am cosmt;
Vv, = am sinot;
=u.

Tir d6 x4c dinh van toc v clia di€ém.

v= Vi + V2 4 V2, = Jazcoz(cos2 ot +sin? t) + u’:=+/a’e? + u’

Nhu vay van toc v cua diém c6 tri s6 khong d6i va phuong ti€p tuyén vdi
quy dao (xem hinh 5.10). Tuong tu ta xac dinh dugc:

w, = -a@’sinmt

W, = -am’cosot;

w_=0.

z

Z
VAW =W + W’y =an’. /\
a

Gia toc cta diém c6 do 16n khong doi
con phuong chiéu duoc xdc dinh bang cac

cosin chi phuong.

W, : X Y
cos(w,x) = =-sinot=—;
a
W .
cos(w,y) = — = _sinot= X;
w a

Hinh 5.10

W
cos(w,x)—= = 0.
w

Mat khac ta thay:

X

—=C0Sa; chosB.
a a

o va B biéu dién trén hinh vé.

Nhu vay gia t6c W luon luon huéng theo ban kinh tir dong diém vao truc oz.
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Thi_du 5.3: Mot banh xe ban kinh R lan khong truot trén dudng thing.

Van toc tam banh xe v = v(t).

Lap phuong trinh chuyén dong ctia di€ém M ndm trén vanh béanh xe.

Khao sét van toc va gia toc ctia diém M do.

Khao sat tinh bién doi chuyén dong ctia di€ém M trén quy dao tng v6i mot
vong lan cua banh xe khi V=V_ = cosnt.

Bai giai:

Chon g6c toa do 1a diém tiép xic O gitta M va mit dudng (xem hinh
5.11).

bit goc PCM = ¢. D€ x4c dinh phuong trinh chuyén dong ta tim quan hé

gifta c4c toa do x.y ctia di€ém véi géc o.

y
C v Mf’
C ’ C
R 1 ‘
ol N9 |p VA
7 i X

Hinh 5.11
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Trén hinh ¢6 x = OH = OP - PH = R¢ - R sino;

y = HM =R + Rsin(¢-90") =R - Rcos = R(1 - coso);

_
Vi bénh xe lan khong truot nén: OP = [ v dt.
0

1
Suy ra @ = ¢(t) = Ej: Vi dt

Phuong trinh chuyén dong ctia diém M c6 thé viét dugc:

x= R(¢- sing);

y=R(1- coso);

® = o(1).

bPay la phuong trinh ctia duong Xycloit viét duéi dang thong so.
Khao sét chuyén dong ctia diém M trén cung OA.

Van toc va gia toc ctia diém xdc dinh nhu sau:

vV, =X =R¢(l—- cosp);

—

v, =y =Rpsine

_|w, =V, =R¢*sin @+ R$(1 - cos ¢);
W

w, =V, =R¢* cos@ + R@sin ¢.

Tai vi tri cham dat O va A thi ¢ =0 va ¢ = 27. Khi d6 sing = 0, cos¢ =1.
v, =03 Vy=0 suyra v=0;

w,=0; w,=R¢’>0.

w lic nay khac khong, do d6 di€ém chi dung lai tic thoi & mat dat.

Trong truong hop dic biét v = v, = hang s6 thi:

1 .t v,t.
(P=E-[0V(0)dt: R !
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v, t v
= ’ 0= 0’ :—0, = O
¢ R ¢ ¢ R ¢
Luc nay: v, = v (1-cosp); Vy = V,Sing;
2 2
W, = —-sinQ; W, = ——COS Q.

Dé xét tinh chat chuyén dong cta diém trén cung OA ta c6:

v’ v
VoW = VoW, + VW, = ?[sin o(1—cose)+singcosol = ?sin 0.

Nhu vay v.w > 0 trong khoang 0 < ¢ <t va VW < 0 trong khoang 1 <
¢ <2m.

Trén nira cung dau di€ém chuyén dong nhanh din con nlta cung sau diém
chuyén dong cham dan.

Vi du 5.4. Mot vat ran ban ra theo phuong ngang véi van toc ban ddu v,

D 1
sau d6 roi xuong theo quy luat : X =Vt y=3 gt?

Tim quy dao, van toc, gia toc toan phan, gia toc ti€p tuyén, gia toc phap

tuyén, ban kinh cong clia quy dao tai mot thoi diém t bat ky.
Bai giai:
Khir thoi gian t trong phuong trinh chuyén dong ta dugc phuong trinh qu¥

g 2
> X .

V7o

dao: y=

bay la phuong trinh parabol. (xem hinh

5.12). o «
Van toc cua vat xac dinh duoc
M
h dt o’ n Oy
A T
y

Hinh 5.12
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dy
Vy:E:

V= '\/VZO +th2.

Gia t6c cua diém duoc x4c dinh nhu sau:

ot;

Suy ra w = g . Gia t6c clia vat bang gia toc trong truong.
Dé x4c dinh gia t6c ti€p tuyén ta co:
2 2
(_dv gt gt

W_—— — .
dt  Jv24+g%t? Vv

Theo két qua & trén v? = v,? + g’t* nén suy ra:

t= lw/v2 + V2.

9

Thay vao biéu thic ctia w' ta dugc:

2
VO
wt=g1/l—?.

Tur két qua nay ta thdy tai thoi diém ban ddu v=v, thi w'=0
Khiv — oothiw' — g.
Tiép theo ta xac dinh gia toc phap tuyén céan cit vao biéu thic:

W= W+ W

2 2
\Y \Y
L. 2 52 2 _ &2 2 o |_~2 "0.
Ta co: W, =W -w, =g"+¢ (——VZJ—g —

suy ra : W, =0g—.

Tai thoi diém ddu v=v,do do w, = g.
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Tu bi€u thitc tim duoc ctia w, ta ¢6 thé xdc dinh duoc ban kinh cong ctia
quy dao.

v? v’ v?
n=—suyra p=—hay p=—-.
p

W, Vo9

W

Tai thoi diém ddu v=v tacé p= —>.

Khiv — oo thip — .
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Chuong 6

CHUYEN PONG TINH TIEN VA CHUYEN PONG QUAY QUANH
MOT TRUC CO PINH CUA VAT RAN

Chuyén dong tinh tién va chuyén dong quay quanh mot truc ¢ dinh 1a hai
chuyén dong co ban ctia vat ran. Sau nay sé rd, cidc chuyén dong khdc ctia vat rin

déu 1a két qua tong hop ctia hai chuyén dong noi trén.
6.1. CHUYEN PONG TINH TIEN CUA VAT RAN,

6.1.1. Pinh nghia

Chuyén dong cha vat ran goi 12 tinh tién khi mot dudong thang bat ky gin
véi vat ¢6 phuong khong déi trong qud trinh chuyén dong .

Can phan biét gifta chuyén dong tinh tién vé6i chuyén dong thang. Trong
chuyén dong tinh tién qu§ dao ctia mot diém ciing c6 thé 1 thing ciing c6 thé 1a

cong.

Thi_du : Pit tong trong dong co 0 to,

mady kéo 1a vat ran chuyén dong tinh ti€n, moi
diém trén né c6 quy dao 1a thang.

Khau Ab trong co cau hinh binh hanh
OABO, (hinh 6.1) chuyén dong tinh tién, moi

diém trén né c6 quy dao 1a mot dudong tron.
6.1.2. Tinh chat cua chuyén dong tinh tién.

Pinh 1y 6.1: Khi vat ran chuyén dong

R . g . o e v4
tinh ti€én moi diém trén vat cé chuyén dong B B,
nhu nhau nghia 1a quy dao, van téc va gia
. T A
toc nhu nhau. Y A !
. : L T
Chiing minh dinh 1y : 0] A

Gia tiét vat ran chuyén dong tinh tién Hinh 6.2
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trong hé toa do oxyz (hinh 6.2). L4y hai diém A va B bat ky trén vat. Tai thoi
di€m t hai diém A va Bc6 véc todinh vi T, , T;.

Theo hinh vé ta c6 :

_—

=T, +AB (6.1)

Trong qud trinh chuyén dong, theo dinh nghia AB Ia véc to khong doi.
Suy ra quy dao diém B 1a tap hop cua céc diém nim trén quy dao diém A da roi
di mot doan thang bang vé do 16n va phuong chiéu clia véc to AB . Néi khdc di
néu ta doi quy dao AA, cta diém A theo véc to AB thi AA, sé trong khit 1én quy
dao BB,. Ta da chiing minh duoc quy dao ciia diém A va B nhu nhau.

Tur bi€u thiic ( 6.1) dé dang suy ra :

v :d?B =dfA +d(AB) =V Vi@:O
B dt  dt dt AT dt
. dvy, dv, o
a = hay w, =w
dt gt Y AT e

Vi diém A va B lay bat ky do d6 dinh ly da dugc chitng minh.
Do tinh chat trén ctia chuyén dong tinh ti€n nén khi néi van toc va gia toc
mot diém nao d6 trén vat chuyén dong tinh tién ciing c6 thé hiéu do 1a van toc va

gia toc cua vat.
6.2. CHUYEN PONG QUAY CUA VAT RAN QUANH MOT TRUC CO PINH.

6.2.1. Khao sat chuyén dong cua ca vat.

6.2.1.1. Pinh nghia va phuong trinh chuyén dong.
Chuyén dong ctia vat ran duoc goi 1a chuyén dong quay quanh mot truc c6
dinh khi trén vat tim duoc hai diém c6 dinh trong sudt thdi gian chuyén dong.

Duong thang di qua hai diém c6 dinh d6 goi 1a truc quay.

Thi du : Canh ctra quay quanh truc ban 1€ ; Phin quay ctia dong co dién ;

Rong roc ¢d dinh....]1a cdc vat ran chuyén dong quay quanh mot truc c6 dinh .



_74-

Mo hinh vat ran quay quanh mot truc c6 dinh biéu dién trén hinh vé (6.3).
Pé x4c dinh vi trf chia mot vat ta dung hai mat phang : mat phang m, chia
truc quay c6 dinh trong khong gian , mat phing m, cling chia truc quay nhung

gin v6i vat. Khi vat chuyén dong mit phang m,

chuyén dong theo, néu xac dinh dugc géc ¢ hop boi z
B
gilfa 7, va m, thi vi trf cta vat dugc xdc dinh. Vi vay — i
goc ¢ la thong s6 dinh vi cua vat.
C
Khi vat quay géc ¢ bién doi lién tuc theo thoi ]
gian nghia la :
¢ = @(t) (6.2) n LA
Phuong trinh (6.2) chinh la phuong trinh Hinh 6.3

chuyén dong clia vat rin quay quanh mot truc co dinh.

6.2.1.2. Vin toc goc va gia toc goc cua vt .
Gia tiét trong khoang thoi gian At = t, - t, vat ran quay duoc mot géc :
Ap= ¢, -

. 9 . A < z P N 9 2 N\, .
Ta goi ty soO I('f l1a van toc goc trung binh cua vat trong khoang thoi gian

At ky hiéu la o, . Ldy gi6i han cta van toc géc trung binh khi At dan té6i khong

duoc :

. Ap do
—_—=—=0
mAe = o

® goi la van téc goc tic thoi cua vat.

Nhu vay van t6c¢ géc titc thoi ctia vat rdn bang dao ham bac nhat theo thoi
gian clia géc quay ¢. Dau cuia ® cho biét chiéu quay cua vat. Néu o > 0 ¢ nghia
la vat quay theo chiéu duong da chon va néu o < 0 thi vat quay ngugc theo chi€u

duong da chon. Tri s6 ® dugc tinh bang rad/giay viét tat 1a 1/s.

Pé biéu dién ca vé toc do quay va phuong chiéu quay cta vat ta dua ra
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khai niém véc to van toc géc . Véc to & dugc xac dinh nhu sau : do 16n cta né
toc do gbc w, huéng doc theo truc quay vé phia sao khi nhin tir mdt clia ® s&

thay vat quay quanh truc theo ngugc chiéu kim dong ho.

— —

® = .k v6i k 1a véc to don vi trén truc quay. (hinh 6.4).

NN L,
i e
Hinh 6.4a Hinh 6.4b

Vi vay van tc gbc cho biét toc do quay va chiéu quay cua vat do dé su
bién thién ctia n6 theo thoi gian phan dnh tinh bién déi cta chuyén dong d6. Ta

c6 dinh nghia gia toc¢ géc nhu sau :

Gia tdc géc cla vat ky hiéu 1a € biang dao ham bac nhat theo thoi gian cua

van toc goc hay dao ham bac hai theo thoi gian cua goc quay.
E=—=—0f- (6.4).

Don vi tinh gia t6c 1a rad/(giay)? viét tit 1a 1/s>. Cling nhu van toc, gia toc
c6 thé biéu dién biang mot véc to € xéac dinh bing dao ham theo thoi gian cla

vécto . Taco:

g_do_dop ¥
t t

Nhu vay véc to gia t6c goc € ciling nam trén truc quay, khi € > 0 thi &

cuing chiéu vé6i @ (hinh 6.4a) va khi € < 0 thi € ngugc chiéu v6i @ (hinh 6.4Db).
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6.1.1.3. Chuyén dong quay déu va bién doi déu.
Néu chuyén dong quay c6 van t6c géc o khong doi ta noéi chuyén dong

quay 1a déu. Khi d6 biéu thitc (6.3) rit ra : de = odt.

Neéu tich phan hai v€ theo cac can tuong tng ta co :
[0} t

Id(p:fwdt hay Q=0+ ot-t).
¢0 to

V6i t, = 0 thi phuong trinh chuyén dong c6 thé viét :
® =@+ ot.
O day @, 12 géc quay ban ddu tng véit=1t,=0.
Néu chon @, = 0 thi phuong trinh con lai 1a :
¢ =ot.

O day c6 thé tinh dén van t6c o bing biéu thic
®= % (rad/s).

Tir cong thitc ndy néu tinh van téc géc cho bang n vong/phiit thi dé dang

suy ra van toc géc tinh theo radian/giay theo biéu thiic :
o="" < 01(rad/s).
30

Néu gia t6c ¢ 1a khong d6i, chuyén dong quay ciia vat goi 1a chuyén dong

quay bién déi déu.Tir bi€u thiic (6.4) suy ra :

[0} t
jdmzfsdt hay ® =, + «t.
¢0 t0

Mat khictacd: o= (2!_('[[) nén c6 thé viét : dp = o,dt + &tdt.

2
Léy phan tich hai vé& ta dugc : @ = @, + o,t + %
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2
Né&u chon @, = 0 thi Q= m,t+ %

6.2.2. Khao sat chuyén dong ctia mét diém trén vat rin chuyén dong quay
quanh mot truc.

Khéo sat di€ém M nam trén vat ran quay
quanh mot truc c6 dinh, cach truc quay mot
doan h. Khi vat rin quay diém M vach ra mot
duong tron ban kinh h nidm trong mat phang
vuong géc vdi truc quay ¢6 tam ¢ nam trén truc

quayAZ. (Hinh6.5).

Bing phuong phép toa do tu nhién ta ¢ thé
viét phuong trinh chuyén dong ctia di€m M : Al
S=h. o). Hinh 6.5

S 1a cung ma diém M di dugc, tuong ting véi géc quay ¢(t) ma vat quay
duoc. Vi ¢ 1a ham cta thoi giannén S ciing 12 ham cua thoi gian. Biéu thic (6.5)
12 phuong trinh chuyén dong cua diém M.

Van toc cia diém M dé dang xac dinh nho biéu thic (5.8) ta c6 :

V:%:h.d—(p:h.oo (6.6).
dt dt

Van toc diém M c6 tri s6 bing h.o va c6 phuong ti€p tuyén véi quy dao
(V,, L MC) c6 chiéu hudng theo chiéu quay cua vat (hinh 6.5) va nam trong
mit phing clia quy dao.

Tu biéu thic (6.6) ta thiy van toc

Ve
V cua diém ty 1¢& v6i khoang céch tir diém
tGi truc quay va c6 thé biéu dién theo hinh ll” B
Ve (6.6). \/
(6.6) V,

Ciing theo phuong phdp toa do tu Hinh 6.6
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nhién ta c6 thé xdc dinh duoc gia téc cua diém M.

:\A:d—vz d_(l):h.g
dt dt
2 2 2
w2V
p h

O day néu ¢ > 0 chiéu cia W'w cung chiéu v6i V, néu & < 0 thi W'wm

nguoc chiéu v6i V. Con chiéu cia w}, luon hudng tir M vé tam c.

Gia t6c¢ diém M xac dinh duoc ca vé do 16n 1an phuong chiéu.

W, = JW2y + W2y =vh%e? + ©2h? =h'e? + o*

W, hop véi ban kinh MC mot géc p xdce dinh boi biéu thic :

tgu = M =H (xem hinh 6.7)
WO 7).

Tur bi€u thitc xac dinh w,, ta thay gia t6c cua diém M ty 1é bac nhat véi
khoang céch tir diém t6i truc quay. C6 thé biéu dién quy luat phan bo gia t6c cac
diém nhu ¢ hinh ( 6.8.)

Thi du 6.1 : Mot banh da dang quay véi van toc n = 90 vong/phit nguoi ta
ham cho né quay cham dan déu cho dén khi dimg han hét 40 giay. Xac dinh so
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vong quay banh da quay duoc trong thoi gian ham do.
Bai giai:
Phuong trinh chuyén dong ctia banh da 1a :

2
(P:COt—SE ; W, = O - &t.

O day ta chon géc quay ban dau ¢, =0.
Tai thoi diém t, =0 0, = g—g tai thoi di€ém t = t, khi banh da dimg

hainw=w,=0.Suyra:

n
®=0=w,-sthay g= 0 ="
t 30t

Thay vao trén ta tim duoc :

_mnt,  7©n 7N

——t, =—t,,
30 60°' 60°

¢=2nN

hay N = ny _ 30 (vong)
120

Tir khi bat dau phanh cho dén khi ditng han banh da con quay duoc 30
vong nira.

Thi du 6.2 : Trong vat B roi xudéng truyén chuyén dong quay cho tréng c6
ban kinh r trén d6 1ap banh rang 1 ban kinh R, an khép véi banh rang 2, ban kinh
R, nhu hinh v& ( 6.9 ). Cho biét trong vat duogc tha xuéng khong van tdc ban dau
va ¢6 gia toc a khong doi. Xdc dinh quy luat chuyén dong cta banh rang 2, van
toc va gia toc cia diém M trén vanh banh riang 2 tai thoi diém t = 2 giay.

Bai giai:

Vi vat B chuyén dong xuong theo quy luat nhanh dan véi gia toc a nén :

Vg =at.

Piém A c6 van toc bing van t6c¢ diém B
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V,=or=at.

Trong d6 m, 1a van tdc gbc cta truc banh rang 1. Suy ra :

O, =—
Yoy

Dé xdc dinh van t6c goc o, cua banh rang 2 cin ct vao van t6c diém an
khép C cua hai banh rang, ta c6 :
Ve=0R; = o,R,,

R R
Hay o, =—*.0, _ S 8

R, , I
Van toc géc banh rang 2 1a ham

ctia thoi gian. Dé dang tim dugc goc

quay cua banh rang 2. Ta c6 :

R d
wZ:R—l.a—t:&
, I dt

Hinh 6.9

hay do, = rRRl atdt.

2

Chon @, = 0 tng véi t, = 0 va @, tng v6i t = t;. Sau d6 tich phan hai v€ ta
L at?.

dugc : (PZZZR -
2

Day chinh 1a phuong trinh chuyén dong cua banh rang 2.

Van t6c cta diém M trén vanh banh rang 2 bing van téc ctia diém C. Ta

V, =V, =0,R, :&.at (m/s )
r

Khi t= 2 gidy gia toc clia diém M ciing nhu gia toc diém C. Ta c6 :
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do do R
W'!'=R.e=R..—2  v6i —2=_13
e 2 2" dt dt  R,r

Thay vao biéu thic gia toc tiép tuyén va phéap tuyén ctia diém Cta c6 :

R
WtC:—l.a
r
2,2 272
W —R.oZ R, LAt Ria
c ™~ "'272 7 Y2 2" 2 2
R r R.r

Vé6it=2 s€ duoc :

2,2
:4R1a

2
R2r

n

We

Gia toc toan phan cua diém C 12 ;

16R?a?
2 .2 2.2 1+ 2.2
R5.r Ror r Ror

c

242 4,4
W —Rz\/Rla +8R1a _Ra

6.2.3.Truyén chuyén dong quay cua vat rian quanh cac truc song song

Khao sét truong hop rat phd bién trong ky thuat co khi 1a su truyén

chuyén dong quay cua cdc banh rang tru .

6.2.3.1. Truyén chuyén dong quay ctia cdc banh rdng tru co truc quay co dinh

Trude hét ta xét hai banh rang 1 va 2 quay quanh hai truc O, va O, ¢6 dinh

biéu dién trén hinh 6.10. Hinh 6.10a 1a hai bdnh ring an khGp ngoai con hinh
6.10.b 1a hai banh rang an khép trong. Néu goi A 1a diém an khép clia hai banh

rang ta c6 nhan xét ring van toc cta di€ém A trén hai banh rang bing nhau nghia

lo, 1, = [o,]r,
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Trong d6 r, va r, la ban kinh cta hai
banh rang 1 va 2. Tir két qua trén suy ra biéu
thuc sau:

o _.h_ 2%
((DzJankhépngoﬁi_ r1 - Z, (6.11) Hinh 6-10a

Q) _ r _ Z,
((D_lJ an khép trong r_ - (612)

2 1 4

z, va 7, la sO rang cua banh rang 1 va 2.

Tiép theo ta xét truong hop hé ¢6 nhiéu

banh rang tru an khép v6i nhau va cé truc

quay c6 dinh (Hinh 6.11). Hinh 6-10b

Truée hét khao sat cac banh
rang an kh6p ngoai. Theo biéu thic
(6.1) ap dung cho cac cap banh rang

tiép theo ta co:

L m_:_rs. Hinh 6 - 11
©, h 03 N
©, _ (_ 1)n—1 Iy
0‘)n r.n—l
Q) r () r Q) o r
Hay —t=-2; 1_-3. . _L1_(-1)*'>
2 oy 0 ©n f
Mot céch tong quat ta c6:
0N K rn
=(-1)"  (6.13)
o g

O day k 12 s6 cap banh rang an khép ngoai. Néu s cip banh rang an khép
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ngoai 1a chan thi on cuing chiéu véi ®, va s6 cap banh rang an khép ngoai 1a 1é
thi ®n nguoc chiéu véi m,. N6i cach khac di néu n chan thi on nguoc chiéu véi
®, van 1¢ thi o, cing chéu véi o,.

Trong trudng hop céc banh rang an khép trong. Theo biéu thic (6.2) ap

dung cho cdc cip banh rang tiép theo dé dang nhan duoc két qua:

® r
—=1" (6.14)
0‘)n r1

Diéu nay ching td van toc gbc clia cdc banh riang ti€p theo khong doi
chiéu va chi phu thudc vao ty so giita hai ban kinh r, var,.
6.2.3.2. Truyén chuyén dong quay ciia cdc bdanh rdng tru cé truc quay nam
trén gia di dong

Khao st su truyén chuyén dong cua céc banh rang cho trén hinh (6.12)

O day banh rang 1 ¢6 dinh con
banh rang 2 va 3 ¢6 truc C va B ndm
trén gia AB gid nay quay quanh A véi

van toc g0C ® .

Bai toan dat ra la phai xac dinh

van toc goc cta 2 banh rang 2 va 3.

Hinh 6-12

Dé dua bai todn vé trudng hop
da xét ¢ 6.2.3. ta phai tim cach c6 dinh gia AB. Mu6n vay ta cho toan bo hé quay
nguoc lai véi van toc géc w,z quanh A. Phuong phap nay goi la phuong phap
Vilit. Khi d6 cac van toc géc tuong doi o' cua cac khau s€ 1a o' = ©, - 0,p.
Trong d6 oy 1a van téc goc tuyét doi. RS rang lic nay gida AB s€ c¢6 van toc la

Wap = Wp - ®,p = 0. COn cac banh rang 1 va 2 cé cac van toc tuong doi la:
' N '
W) =W -Wag V& Oy = 0, - Wxp

V6i két qua nay ta c6 thé tinh duoc »,' vd ®,' theo két qua da khao sit &

muc 6.2.3 va ti d6 x4c dinh duoc m, va ;.
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Thi du6-3 : Khao sét cdc banh rang trén hinh (6.12 ) cho biét banh rang
1 ¢6 ban kinh R,. Gia AB quay véi van toc géc ®,p. Banh rang 3 c6 ban kinh
R;. Xac dinh van t6c ciia banh rang 3.

Bai giai:

Goi van téc goc tuyét doi clia cac

banh rang 1a ®,, ®,, ;. Vi banh rang 1

coO dinh nén w, = 0.

Ap dung phuong phdp Vilit vao he
ta co:

0, =0-0,5 ©,=0,-0,p

®; = O3 - Wup
con m,g = 0nghiala gid AB ding yén.

Ap dung cong thiic (6. 13) cho trudng hop nay v6ik =2 ta c6:

o T o r

© 5. e _ N
©, N O3 —Wpg 0
N
Suy ra: 0;=|1-—= .o,
§
3

Néu r, < r; thi ®; cing chi€u véi ®,5 con 1, > r; thi ®, nguoc chiiu véi 0,

va dac biétr, =, thi ®; =0 banh riang 3 s& chuyén dong tinh tién.
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Chuong 7
CHUYEN PONG TONG HOP CUA PIEM
7.1. CHUYEN PONG TUYET POL, CHUYEN PONG TUONG POI VA
CHUYEN PONG KEO THEO.

Chuyén dong téng hop cua diém 1a chuyén dong duoc tao thanh khi diém
tham gia hai hay nhiéu chuyén dong dong thoi. Ta xét bai todn trong mo hinh
sau day : Khao sdt chuyén dong cuia diém M trén hé toa do dong o,x,y,z, gin

tréen vat A. Vat A lai chuyén dong

trong hé toa do c6 dinh oxyz (xem > M v,
hinh 7.1). NAY

Chuyén dong cua diém M so K 'll;l\jxl
voi hé c6 dinh oxyz goi 1a chuyén ' Wy,
dong tuyét doi. Van toc va gia toc cua o fo . y
chuyén dong tuyét doi ky hiéu la: v, /

X

vaw,. Hinh 7.1

Chuyén dong cua diém M so v6i hé dong o,x,y,z, goi 1a chuyén dong
tuong d6i ky hieu 12 V. va W, .

Chuyén dong ctia hé dong (vat A) so v6i hé ¢6 dinh oxyz goi 1a chuyén
dong kéo theo. Van toc va gia toc cua diém thuodc vat A ( hé dong ) bi diém M
chiém ché ( trung diém ) trong chuyén dong kéo theo 1a van toc va gia toc kéo
theo ctia diém M va ky hiéula: v, va w,.

Nhu vay chuyén dong tuyét doi ctia diém M 1a chuyén dong tong hop ctia
hai chuyén dong tuong doi va kéo theo cia no.

Thi du : Con thuyén chuyén dong véi van toc U so véi nuée. Dong nuée
chay vé6i van t6c V so véi bd song. O day chuyén dong cta con thuyén so véi bd
song 1a chuyén dong tuyét doi . Chuyén dong ctia con thuyén so v6i mit nude 1a

chuyén dong tuong doi v6i van toc V, =U. Chuyén dong cua dong nudc so véi



-86-
bd 12 chuyén dong kéo theo, van toc clia chuyén dong kéo theo V, = V.

Theo dinh nghia trén ta thay, dé xét chuyén dong tuong doi ta xem hé
dong nhu ¢6 dinh. Khi d6 phuong trinh chuyén dong viét dudi dang véc to nhu
sau : E=0,M=xi, +V,}, + 2.k, . (7-1)

O day i, J,, k, 1a cdc véc to don vi trén cdc hé dong. Khi xét chuyén
dong tuong d6i nhu & trén da néi cac véc to i, ), K, duoc xem nhu khong déi.
Con cac toa do x, , y, , Z;1a cdc ham cua thoi gian.

X =x(t) ;3 Yi=yi(® ; z, =zy(1).

Muén xét chuyén dong kéo theo clia diém ta chi cin c6 dinh né trong hé

dong khi d6 phuong trinh chuyén dong ctia M so véi hé c6 dinh oxyz 1a phuong

trinh chuyén dong kéo theo. Ta ¢6 :

—_—

F=OM=F +F =T, +X,0, +V,}, + 2K, (7-2).

Trong phuong trinh (7.2) vi ta c6 dinh diém trong hé dong nén cdc toa do

X, , ¥, » z; 1a khong doi, con i, j, Kk, 1a cdc véc to bién ddi theo thdi gian.

h=T):i=i(t);]=]j) ; k=k(t).
7.2. PINH LY HOP VAN TOC.

Xét diém M chuyén dong tuong
doi trong hé dong o,x,y,z, v6i van toc
V,; He dong chuyén dong trong hé c6
dinh oxyz kéo theo diém M chuyén

dong véi van toc kéo theo V, (xem hinh

7-2). Bé x4c dinh van toc tuyét doi ta

thiét lap phuong trinh chuyén dong

tuyét doi ctia diém M. Ta ¢6 : Hinh 7.2

F=F +L(t) =T + X0, +Y,} + 27K, (7-3)

e
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Phuong trinh nay giong phuong trinh (7-2) nhung can luu y 1a moi tham
s ctia phuong trinh déu 1a cdc ham cua thoi gian.

Pao ham bac nhat theo thoi gian phuong trinh (7-3) ta duoc :

va:dr: %+x1d—l+ylﬂ+z dk +(dx17+dyl~. dzlﬁlj
dt dt dt dt

Yo ) U T e
Trong két qua tim dugc, nhém s6 hang thit nhat

dt  “‘dt “'dt tdt

chinh 1a dao ham bac nhit theo thoi gian clia phuong trinh (7-2) (phuong
trinh chuyén dong kéo theo ) 12 van toc kéo theo V, .

Nhém cac s6 hang con lai :
dx, - dy, - dz, -
L+ Kk
( at t T d B

la dao ham bac nhat theo thoi gian ctia phuong trinh (7.1) (phuong trinh
chuyén dong tuong doi ) do d6 duoc thay thé bang van toc tuong doi V., .

Thay cac két qua vira tim dugc vao van toc tuyét doi ta duoc :

V,=V,+V,.

DPinh 1y 7.1 : Trong chuyén dong téng hop cua diém van toc tuyét doi
bang téng hinh hoc van toc kéo theo va van toc tuong doi :
V,=V,+V,. (7-4)
7.3. Pinh 1y hop gia toc

Dé thiét 1ap bi€u thitc cua gia toc tuyét doi ta dao ham bac hai theo thoi

gian phuong trinh chuyén dong tuyét doi cia diém (phuong trinh 7.3). Ta ¢4 :

o d¥ dv, (d*, _ d*%i _ d?j _ d’k) (d®x,- d?y,-d%z -
W, = = =l — tX;—5tY +Z + L+
dt dt | dt dt

Lk
Ldt? Tt dt? dt2 ' dt? J1dt2 !
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Lo dx, diy  dy, dj dz, dk,
dt dt dt dt dt dt

Trong két qua tim dugc nhém cédc s6 hang thit nhat :

d’F, oy d27+y d2]+z d?k
dt2  “tdt?  Ttdt? Tt dt?

la dao ham bac hai theo thoi gian cua phuong trinh (7.2) ( phuong trinh
chuyén dong kéo theo ) c6 thé thay bang gia toc kéo theo W, .

Nhém céc s6 hang thi hai :
(dle - d’y, - d’z, - )
K,

I, +
dt2 ' dt? h dt?

la dao ham bac hai theo thoi gian cia phuong trinh (7.1) ( phuong trinh
chuyén dong tuong doi ) c6 thé thay bang gia toc tuong doi W .

Nhém cac s6 hang con lai :

2£dxl di, | dy, dj dz, dej

dt dt dt dt dt dt
duoc goi la gia toc quay hay gia toc Koriolit ky hiéu la W, .
Thay céc két qua tim dugc vao biéu thiic clia gia toc tuyét doi ta duoc :
W,=W,+W, +W,.
Ta di dén dinh 1y sau day goi la dinh 1y hop gia toc.

Pinh 1y 7.2 : Trong chuyén dong tong hop clia diém gia t6c tuyét doi bang

toéng hinh hoc cta gia toc kéo theo, gia téc tuong doi va gia téc Koriolit.

W,=W,+W, +W,. (7.5)

7.4. GIA TOC KORIOLIT.

Gia toc Koriolit W, dugc xéc dinh theo bi€u thiic :

szzﬁd_fhrdylﬂdzldﬁl
dt dt  dt dt dt dt
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Khi hé dong c6 chuyén dong quay thi cic véc to don vi i, ), K, s& quay
theo khi d6 dao ham ctia n6 theo thoi gian khac khong. Trong truong hgp hé
dong khong tham gia chuyén dong quay thi cac dao ham clia né s€ biang khong
va do d6 gia toc Koriolit s€ khong c6 vi vay gia tdc nay con dugc goi la gia toc
quay. Gia t6c¢ Koriolit biéu dién anh hudng chuyén dong quay cta hé dong dén
gia toc cua di€m.

Neéu van toc géc cua hé dong (van toc géc kéo theo ) la @, thi khi hé dong
quay quanh truc o,€ véi van toc géc o, thi dao ham bac nhat theo thoi gian cua
céc véc to don vi i, J,, K, chinh 1a van t6c ddu mit clia ching trong chuyén

dong quay quanh truc o,&. (xem hinh 7.3).

Taco:

di, . - d . -

FTER gt Perh

dk, . = .

d_'[l =0, X kl L

Thay céc két qua biéu thic trén vao biéu X
thic cia W, ta dugc : Hinh 7.3

. dx, di; LW dj, . % dk,
“ dt dt  dt dt dt dt

Nhu vay gia toc Koriolit bang hai 14n tich hitu huéng giita van t6c géc kéo

theo va véc to van toc tuong doi.
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W, =20, XV, . (7.6)
Tur (7.6) ta c6 thé x4c dinh do 16n ca gia t6c Koriolit theo biéu thic :
w, =2,V sin(o,.v, ).
Ta thdy ngay gia toc Koriolit bang khong trong truong hop sau :
- Khi hé¢ dong chuyén dong tinh tién nghia l1a khi o, =0 ;

- Khi dong di€ém diing yén trong hé
dong, nghia lakhi v, =0;

- Khi chuyén dong tuong doi theo

phuong doc theo truc quay ctia chuyén dong
kéo theo nghia la khi goc hop gitta o, va v,
bang khong hoic bang 180° .

Theo (7.6) gia toc Koriolit c6 phuong

vuong goc v6i mat phing chia hai véc to o,

va V,c6 chiéu sao cho khi nhin tir mit cua

né xuéng mat phang dé s& thdy ®,quay

nguoc chiéu kim doéng ho di mot géc nho

hon 180° s& dén tring véi V, (xem hinh 7.4).

Hinh 7.5

Trong thuc hanh ta c6 thé xdc dinh
phuong chiéu cia W, nhu sau :

Chié€u véc to van toc tuong d6i V, lén mat phang vuong géc véi truc quay
cua chuyén dong kéo theo. Sau d6 quay hinh chi€u Vv, d6 di mot géc 90° theo
chiéu quay clia o, trong mat phang trén (xem hinh 7.5) ta s& xé4c dinh dugc
phuong chiéu cua gia t6c¢ Koriolit.

Sau day sé gidi thiéu mot s6 vi du van dung cac dinh 1y hop van toc va

hop gia toc trong chuyén dong téng hop cua diém.
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Thi du 7.1: Tay quay OA cua co cdu tay quay cu lit quay quanh truc O

vuong géc v6i mat phang clia co cau. Pau A clia tay quay ndi biang khép ban 1é

v6i con truot B. Con truot B c6 thé truot trong mang BC cua cu lit. Mang BC ¢6

thé chuyén dong tinh tién 1én xudng nhd ranh huéng dan

E. Xac dinh van toc, gia toc cia mang BC ciing nhu van

toc gia toc cua con trugt so véi cu lit BC.

Cho biét tay quay c6 chuyén dong quay déu v6i B __

van téc géc n = 120 vong/phit. Bo dai OA =1 = 30cm

(xem hinh 7.6).

Bai giai:

Hinh 7.6

Neéu chon hé dong gin véi cu lit (mdng BC) va hé c6 dinh gan vdi truc

quay O thi chuyén dong clia con truot A trong méang 1a chuyén dong twong doi.

Chuyén dong cuia mdng tinh tién lén xuéng 1a chuyén dong kéo theo con chuyén

dong ctia A quay quanh O 1a chuyén dong tuyét doi.

Trudc hét ta ¢6 thé xac dinh duoc van toc tuyét doi va gia toc tuyét doi

Van toc cua tay quay OA.

cta diém A.
nn 7120
N=—=
30

=4n(rad/s) .

Vi tri clia co ciu duoc xdc dinh bang

goc quay cua tay quay OA :
¢ = ot =4nt (rad).

Dau A cua tay quay thuc hién chuyén
dong tron tam O ban kinh OA = 1.

D
B
A
’ :// \\
oo Hw. Y /V
B A (NG VAN N
WA
S S
B, 1 G

Van toc cua diém A : V, = .1 = 47.30

= 120m ~ 3,77 m/s.

Hinh 7.7
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V, c6 phuong vuong géc v6i OA hudng theo chiéu quay @ (xem hinh 7.7).
Vv, chinh 1a van t6c tuyét doi cua diém A : v, = v,.

Vi tay quay quay déu nén gia t6c diém A chi c6 mot thanh phan phdp
tuyén.
W, =W, védolén
w, = .1 =16r"1
= 167230 ~ 4733 cm/s? ;
=47,33 m/s’

Gia t6c W, c6 chiéu huéng tir A vao O. Gia t6c tuyét doi ctia diém A 1a

=
>

Dé tim van toc clia méang (van t6c kéo theo) va van t6c¢ cua con truot A

trong mang (van toc tuong doi) ta ap dung dinh ly hop van téc. Ta c6 :

<l

V, =V, +V,

O day V, =V, da biét ca do 16n va phuong chicu. v, la van téc clia méang
chuyén dong tinh tién 1én xuéng do dé c¢6 phuong thang ding. Con V, 1a van toc
ctia con truot doc theo mang BC nén c¢6 phuong nam ngang. Tir dinh 1y hop van
toc ta ¢6 thé nhan dugc mot hinh binh hanh ma dudng chéo 1a V, cdn hai canh 1a
V, va V. Dé dang tim dugc cac véc to van toc kéo theo V, va V, nhu trén hinh

(7.7). Tacé :

V, =V,.Sing=3,77.sin4m.t(m/s)
V., =V,.C0s¢p=3,77.cos4m.t(m/s)
Phuong chiéu ctia cdc van toc V, va V, nhu hinh vé.

Pé x4c dinh gia toc kéo theo va tuong doi (gia toc clia mang va gia toc cla

con truot trong mang) ta a4p dung dinh 1y hgp gia toc.
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W,=W, +W, +W,.

Trong bai todn nay hé dong chuyén dong tinh ti€n nén W, =0 ta chi con
biéu thic :

W, =W, +W,.

O day gia toc tuyét d6i da duoc xac dinh. Gia téc kéo theo W, c6 phuong
théng ding con gia t6c twong d6i W, c6 phuong nam ngang. Cling dé dang nhan
thay cic véc to gia toc kéo theo W, va gia toc tuong doi W, la hai canh ctia hinh
binh hanh nhan gia toc W, lam duong chéo (xem hinh 7.7). Ta ¢6 :

W, =W ,.cos¢ =47,33.cos4mn.t

W, =W,.Sing=47,33.sin4m.t

Phuong chi€u cua gia t6c W, va W, nhu trén hinh v& 7.7 .

Két qua trén cho thdy van toc, gia toc ciia mang BC ( v, w4 ) va van toc,
gia toc con truot trong mang ( v, , w, ) 1a ham cua thoi gian. Ta c6 thé xdc dinh

ching tai cédc vi tri dac biét sau :
Khi ¢, =4nt=0tacév,=0 ; v, =377 m/s

W, =47,33 m/s : w,=0

Il
)

Khi ¢,=4nt=n/2tacév.=3,7m/s ; v,

w=0m/s ; w,=3,77Tm/s

Thi du 7.2 : Pong diém M chuyén dong bit diu tir dinh O clia nén doc
theo dudng sinh OC vdi van toc khong doi v, = 24 cm / s . Nén ciing dong thoi
quay bét ddu cung thoi diém xudt phat clia diém M theo quy luat ¢ = 0,125t
Xic dinh van toc tuyét doi va gia toc tuyét doi ctia dong diém M tai thoi diém t =

4 giay. (xem hinh 7.8). Cho biét géc dinh nén 1a 60°.
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Bai giai

Trong bai todn ndy chuyén dong ctia diém M doc
theo dudng sinh OC 1a chuyén dong twong d6i. Nhu vay
van toc twong doi cia diém da biét.

V.=24cm/s=0,24 m /s c6 phuong chiéu tir O
dén C.

Chuyén dong quay cua nén quanh truc AB véi

quy luat ¢ = 0,125¢* 1a chuyén dong kéo theo.

Pé xic dinh duoc van toc kéo theo clia diém ta .
Hinh 7.8

phai x4c dinh vi trf clia n6 tai thoi diém t, trén nén.
Taco OM =v.t=24.4=96 cm
Khoang cach tir dong diém tai vi tri dang xét t6i truc quay AB 1A :
MK = OM.sin30° = 96.0,5 = 48 cm.

Van toc kéo theo tai thoi diém t, 1a :
e

® =C(Ij—f[P:0,25t véit =t, =4 giay

0, =0,254=1rad/s;

Gia toc géc trong chuyén dong kéo theo 1a :

dz(p 2
=" = 0,25(rad/s?) Hinh 7.9

Cic véc to m, va g, biéu dién trén hinh vé (7.9).

Cic véc to van toc kéo theo V, va van toc tuong doi la V, tai thoi diém t, =
4s duoc bi€u dién trén hinh 7.8.

Vé d6 16n van toc kéo theo xdc dinh duoc :

v.=MK.®,=48,1cm/s~0,48m/s.
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Ap dung dinh Iy hop van téc tacé : V, =V, +V,

Vé do 16n van toc tuyét doi ciia M tai thoi diém t,1a :

V, =V, =V? +V? =487 + 24> =53,64(cm/s) = 0,5364(m/s) .
Dé x4c dinh gia t6c tuyét doi ctia M, tir dinh 1y hop gia t6c ta ¢6 :

e TW, +W,

=

W, =\, =
Chuyén dong kéo theo 1a chuyén dong tron nén W, = W, + W_ .
Trong d6 : W, c6 phuong chiéu hudng tir M vé K (xem hinh 7.9), c6 do
16n: w!=MKaw:=48.1=48(cm/s?).
W, c6 phuong chiéu tring véi phuong chiéu v, ¢6 do 16n :
w! = MK.g? =48.0,25=12(cm/s?).
Gia toc tuong d6i W, trong trudng hop nay bang khong con gia toc
Koriolit W, c6 phuong chi¢u nhu trén hinh vé. C6 do 16n :
w, =2, . Vv, .sin30°=2.1.24.0,5=24 (cm /s?) .
Chié€u biéu thic trén 1én hai truc Mxy nhu trén hinh ta ¢4 :
w, =W, +w,=12+24=36cm/s*=0,36 m/ s>
w,=w,"=48cm/s’=0,48 m/s’.

Gia t6c tuyét doi ctia diém

Wy, = /W2 +W? =+/36 +48% =60c(cm/s?).
Phuong va chiéu ctia wy; c6 thé xdc dinh biang cic géc chi phuong xdc

dinh nhu sau :

P =06 ; cos(WMy):\\llvv—yzo,S

- 9

cos(w X )=
. WM M

Thi du 7.3. : Co ciu diéu chinh ly tam biéu dién nhu hinh v& 7.10. Tai
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thoi diém dang xét qua ciu quay quanh diém treo O cuing véi thanh OM véi van
toc gbc va gia toc géc o, =2 rad /s va g, = 0,2 rad / s>. Co cidu quay quanh truc
thang ding vé6i van téc géc va gia toc géc w, =4 rad / s va &, = 0,8 rad / s>. Xac
dinh van toc tuyét doi va gia toc tuyét d6i ctia qua ciu M tai thoi diém d6. Cho

biét kich thudc ctia co cau tai vi tri dang xét 1a :

1=40cm e=5cm o = 30°

Bai giai

Trong bai todn nay, chuyén dong clia co cdu quay
quanh truc thang ding 1a chuyén dong kéo theo. Van toc goc
kéo theo @, = m, =4 rad / s va gia toc géc trong chuyén dong

kéotheolag,=¢,=0,8 rad / s*.

Chuyén dong clia qua cdu M quay quanh O 12 chuyén

W

dong tuong doi.Van toc goc trong chuyén dong tuong doi la Hinh 7.10

®, = ®, =2 rad / s va gia téc goc trong chuyén dong twong doi
lag =¢,=02rad /s
Quy dao chuyén dong tuong doi ciia M 1a dudng tron ban kinh 1 va tam 0
Quy dao chuyén dong kéo theo ctia M 13 dudng tron nim trong mit phing
vuong goc v6i truc quay AB va c6 ban kinh :
CM =R = e+1sin30° = 5+40.0,5 = 25 cm.
Van toc tuyét d6i cua diém M duoc xdc dinh nhu sau :
V,=V,, =V, +V;
v.=R.w,=254=100cm /s
v, c6 phuong ti€p tuyén véi quy dao cuia chuyén dong kéo theo , hué theo
chiéu quay ctia co cau ; V, ti€p tuyén vdi quy dao clia chuyén dong tuong d6i co

nghia la vuong
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goc vGi thanh OM hudng theo chi€u quay clia ®, , ¢ tri s6 V, = Lor =
40.2 =80 cm/s
Nhu vay hai véc to V, va V, vudng géc v6i nhau vi vay do 16n van toc

tuyét doi xac dinh duoc :

Vy =/V2 + V2 =+/100% + 802 =128(cm/s).

Phuong chiéu cuia V,, xac dinh nhu trén hinh vé 7.10.

Vi chuyén dong twong d6i va chuyén dong kéo theo déu la chuyén dong
tron nén biéu thic gia toc tuyét doi ctia di€ém M ta c6 thé viét :

Wy, =W'e+W"e +W, +W, +W,. (a)

Sau day xac dinh do 16n va phuong chiéu ctia cac thanh phan gia toc & vé phai .

W!'=R.g =25.0,8=20cm/s*. W, cing phuong chiéu véi van t6c
kéo theo .

W =R. 0% =25.16 = 400cm/s*. Huéng tit M vao C

w.=1.g=40.02=8cm/s>. W/ hudng theo chiéuctav,.

w'=1.0,=40.4=160cm/s* W huéng tir M vao O

w, = 2w, . v, sin(o,v,) =2 . 4. 80 .0,866 = 554 cm / s*

O day géc < (@,,V, )= 60°

nén sin(w,,v,) = 0,866.

Phuong chiéu cuia W, xdc dinh theo phuong phép
thuc O hanh s€ tim thdy nhu & hinh vé (7.11) .

Dé xac dinh gia toc tuyét doi W,, ta chi€u phuong

trinh (a) 1én 3 truc xyz chon nhu hinh vé.

Vi cach chon hé truc trén ta thiy gia toc W, va W,

nam trén truc x cdc gia toc W, , W, , W, nam trong mat
phang yMz. Hinh 7.11

n

K&t qua chiéu Ién cac truc thu duoc :w, =-w, - w." = -
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554 -20=-574 cm / s*.
w, =w," . cos30° - w," . sin30° - w." ;
=8.0,866-160.0,5-400=-473 cm/s*;

Cudi cung ta co :

Wy, = /w2 + w2 +w? =/(-574) +(~473) +(142) =

=869 cm/s*=8,69 m/ s>
Pé xac dinh phuong chiéu clia M ta phai xdc dinh cic géc chi phuong clia

chiing doi véi céc truc :

W, —574 W, 473
cos(wa):W = 369 ; cos(wMy)zw =369
M M
W, 142
COS(WMZ):W :@.

M
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Chuong 8

CHUYEN PONG SONG PHANG CUA VAT RAN

8.1. PHUONG TRINH CHUYEN PONG, VAN TOC VA GIA TOC CUA CA
VAT.

8.1.8.Dinh nghia va phan tich chuyén dong song phang.

Chuyén dong song phing clia vat ran 1a chuyén dong khi mdi diém thuoc
vat luon ludn chuyén dong trong mot mat phang cd dinh song song véi mat
phang quy chiéu da chon truéc ( mit phiang co s& ). N6i cdch khac chuyén dong
song phéing la chuyén dong ctia vat khi mdi diém ctia né trong qué trinh chuyén
dong c6 khodng céch dén mit phang co s& 1a khong dai .

Trong k§ thuat c6 nhiéu chi tiét mdy chuyén dong song phang nhu banh
xe lan trén mot dudng thang, thanh bién trong co cdu bién tay quay, rong roc

dong ..v..v...

Xét vat rin A chuyén dong song

phang c6 mat phang co s&  (hinh 8.1 )

Puong thiang ab thuoc vat vuong géc O

v6i mat phang co s&, sé& thuc hién chuyén f
o e s °h [
dong tinh ti€én. Moi diém nam trén duong T ||||||

thang nay c6 chuyén dong nhu nhau va dugc Hinh 8.1

»
»

dac trung boi chuyén dong cta diém M nam

<

trén ab. Néu xem vat l1a tap hop vo sO cac

dudng ab nhu vay suy ra chuyén dong cua

R

vat dugc dac trung boi ti€t dién S trén mat

phang oxy. Mo hinh bai todn chuyén dong

song phang cla vat ran duoc dua vé nghién o

T, >
cttu chuyén dong ctia mot tiét dién (S) trong

mat phang oxy cta né (hinh 8.2) goi tat I Hinh 8-2
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chuyén dong phang cla tiét dién S.

Vi tri clia tiét dién (S) trong mit phing oxy duoc xac dinh khi ta biét duoc

vi trf cla mot doan thang AB thudc tiét dién (S).

Xét chuyén dong cua tiét dién (S) tir
vi tri (1) xdc dinh béi vi tri doan thang A B,
dén vi tri (2) xac dinh boi vi tri ciia doan
thing A,B, ( hinh 8.3).

Dé dang thdy rang ta c6 thé thay thé

chuyén dong cua tiét dién (S) bing hai

Hinh 8-3

chuyén dong co ban sau :

Cho tiét dién (S) chuyén dong tinh tién theo cuc A hay cuc B tir vi tri A,B,
dén vi tri A'B, hay A,B, . Tiép theo ta quay tiét dién S quanh A, hay B, mot géc
¢, hay ¢,. Vi A,B',//A'B, nén & day ¢, = ¢, = 0.

C6 thé di dén két luan ; chuyén dong cla tiét dién (S) trong mat phang cla
né (chuyén dong song phiang ) luon luon c6 thé phan tich thanh hai chuyén dong:
tinh ti€n theo mot tam cuc va chuyén dong quay quanh tam cuc d6. Chuyén dong
tinh tién phu thudc vao tam cuc nhung chuyén dong quay khong phu thudc vao
tam cuc. Nhu vay chuyén dong song phing chinh 13 chuyén dong tong hop clia
vat ran khi né déng thoi tham gia hai chuyén dong quay quanh mot truc c6

phuong khong doi va tinh tién theo phuong vuong géc vdi truc quay.

8.1.2. Phuong trinh chuyén dong, van toc va gia toc cua vat .

Xét tiet dien (S) chuyén dong trong

»

mat phang oxy chifa n6. Néu chon A 13 tam

cuc va dung doan thing AB trén tiét dién ta

s <

s& thay vi trf clia tiét dién (S) trong mat phang

oxy s€ dugc xac dinh néu ta biét vi tri ctia cuc

v

o

A va phuong cua AB so v6i truc ox. No61 khac

di, thong s6 dinh vi cuta tiét dién (S) trong Hinh 8-4

mait phang oxy 12 x,, y,, va ¢ (hinh 8.4).
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Trong thoi gian chuyén dong cic thong s6 nay bién doi theo thoi gian ta

co:
Xp = Xa(t)
Ya =Yal®) (8.1)
¢ = ¢(t)

Biét quy luat bién ddi (8.1) ta c6 thé x4c dinh vi tri clia ti€t dién (S) & bat
k¥ thoi diém ndo. Cdc phuong trinh (8.1) 1a phuong trinh chuyén dong cua tiét

dién phang (S) trong mat phing ctia né (phuong trinh chuyén dong song phang ).

Tu phuong trinh chuyén dong (8.1) ta thiy van t6c¢ va gia téc cia vat dugc
biéu dién bdi hai thanh phén : van t6¢ va gia toc trong chuyén dong tinh tién theo

tam cuc A 1a: V,,W,. Van t6c géc va gia toc goc cia tiét dién trong chuyén
dong quay quanh tdm cuc A 12 o, €.

Vi chuyén dong tinh tién phu thudc tam cuc A nén van toc va gia toc trong

chuyén dong tinh tién phu thudc vao tdm cuc A. Ta c6 :
VAl # VAZ # VAi

WAl # WA2 * WAi

Chuyén dong quay khong phu thudc vao e %/////
tam A nén co : // é;wr,,:///ﬁ
///%’% -,

o 2,
Wp; = Wpp = Wy = O

Hinh 8.5

EAl T 8T €7 =€
Van téc géc o va gia téc goc € c6 thé bién dién bing véc to vuodng géc voi

ti€t dién (S) nhu hinh( 8.5) . Khi hai véc to nay cung chiéu ta c6 chuyén dong

quay nhanh dan va néu ching ngugc chiéu c6 chuyén dong quay cham dan.
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8.2. PHUONG TRINH CHUYEN PONG, VAN TOC VA GIA TOC CUA PIEM
TREN VAT CHUYEN PONG SONG PHANG
8.2.1. Phuong trinh chuyén dong

Xét diém M bat ky trén tiét dién. Gia thiét chon tam cuc A ¢6 toa do x,y,

(hinh 8-6).

Ky hiéu géc hop giita AM véi phuong ¥ | v
ox la ¢ va khoang cich AM = b.Toa do cla r
diém M trong chuyén dong tuyét doi so v6i hé DA
quy chiéu oxy c6 thé xac dinh : r Ta
Xy = X, +b.COSO ; ;
Hinh 8.6

Yum =Y+ b.sing ;

Cac thong s0 x,, y, va @ la cdc ham cua tthoi gian, nghia la :

XA = X0 ya=YalD) =0

Do d6 x,, yy cling 12 ham cua thoi gian . Ta c6 :

Xy =Xp(t) = x4 (D)+b.coso(t) ;

Yu =Ym(D)=Y 4 (D+ b.sing (b); (8.2)

(8.2) 1a phuong trinh chuyén dong cua diém M.

Ciing c6 thé thiét lap phuong trinh chuyén dong cta diém M duéi dang
véc to. Trén hinh 8-6 c6 : 1 =r(t)=r, + 1' (8.2a)

O day r' =AM c6 do 16n khong déi bang b, va quay quanh truc A véi van
toc goc la .

8.2.2. Cac dinh ly van toc cua diém

8.2.2.1. Cdc dinh Iy vidn téc ciia diém trén vdt chuyén dong song phdng

Pinh 1y 8-1: Van toc clia mot diém bat ky trén tiét dién chuyén dong song
phéng bing téng hinh hoc clia van téc tAm cuc A va van t6c goc cia diém do

trong chuyén dong cua tié€t dién quay quanh truc A véi van téc géc . Ta ¢6 :
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Vi =Va+Vya-

Chitng minh dinh 1y : Tir phuong trinh chuyén dong (8-2a) ta c6 :

_dr dr, dr
Vy=—"=—"+—.

dt dt dt

ar, _ drr _ I
Thay —=V,;—=V,, =oxAM

Ta s€ c6 V,, =V, + V,,,, dinh 1y dugc ching minh. Can chu y véc to van
toc cta diém M quay quanh A ky hiéu 1a V,,, ¢6 phuong vuong géc véi AM, c6
chiéu huéng theo chiéu quay ctia van té¢c o (hinh 8-6).

Pinh 1y 8-2 : Dinh Iy vé hinh chiéu van toc hai di€ém

Trong chuyén dong song phéng cia tiét dién S (chuyén dong song phang)
hinh chi€u van t6c cla hai di€ém bat ky trén tiét dién lén phuong n6i hai diém d6

luon Iudén bang nhau.

— —

(VA )AB = (VB )AB

Ching minh dinh 1y : Theo dinh 1y 8-1, n€u chon A lam tam cuc thi van

toc diém B x4c dinh theo biéu thic :
Vg =V, +Vg, VOL Vg, vuong goc

AB. Chi€u biéu thic trén lén phuong AB ta

—

co : (\75 )AB = (vA )AB + (VBA )AB’ Trong do :

(vBA)AB =0 v VBA—LA—B .

Dinh 1y da duoc chitng minh.

Hinh 8.7

Ta c6 thé minh hoa dinh Iy trén béng
hinh vé&( 8-7). Trén hinh vé ta c6 :

Aa = Bb hay v,cosa = vicosp.

8.2.2.2. Tam vdn toc tirc thoi - Xdc dinh vdn toc cvua diém trén tiét dién

chuyén dong phdng theo tim vdn toc ticc thoi

- Tam van toc tidc thoi 12 diém thuoc tiét dién cé van toc tic thoi
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bang khong. Néu goi P 1a tAm van toc tic thoi thi : v = 0.
Dinh 1y 8-3 : Trong chuyén dong song phang clia vat ran tai mdi thoi
diém Iuon luon ton tai mot va chi mot tam van toc tic thoi.

Ching minh dinh 1V :

Xét tiét dién (S) chuyén dong phang véi van téc cua tam cuc A 1a V, va
van toc goc trong chuyén dong quay 1a o . Quay véc to V di mot géc bang 90

theo chiéu quay ctia wta sé dung duogc tia
. ®
A. Trén tia Aldy mot diém P cach A mot A/>

doan AP=YA  (hinh 8.8)
(V)

Theo biéu thic (8-2) ta cé

) v
— — — ~ _ _ A
Vo=V, +V,,. O day v,, —co.PA—o)—CO

= VA'

Hinh 8.8

Phuong cua V., vuong géc v6i AP
hudng theo chiéu quay vong ctia ® nghia 1a V., c6 do 16n bang véi do 16n cla
V,, cting phuong nhung nguoc chiu véi V.

Thay vao biéu thic tinh V, ta dugc v, = v, - v, = 0 chinh [a tam van toc
tic thoi.

Chiing minh tinh duy nhat cia tam van toc tic thoi :

Gia thiét tai thoi diém trén vat c6 hai tam van toc tic thoi P, va P, v6i vp, =
0vavy,=0.

Theo dinh 1y 8-1taco: V,, =V, +Vp,,; hay 0=0+V,,,,.

Thay vpp, = ® . P,P, ta thdy vpyp, = 0 khi ® = 0 hoac P,P, = 0. Vi vat
chuyén dong song phiang nén w0 vay chi c6 thé P,P, = 0. Diéu nay c6 nghia
P, trung v6i P,. Khong thé c6 hai tam van toc titc thoi khdc nhau ciing ton tai &

mot thoi diém.
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- Xd4c dinh van toc trén vat chuyén dong song phing theo tam van toc tic
thoi P.
Xét vat chuyén dong song phang c6 van toc géc o va tam van toc tifc thoi

P. Theo biéu thiic (8-2) néu 1ay P 1am tam cuc ta viét biéu thic van t6¢ cua diém

M nhu sau :
\7|\/| ZVP +\7|\/|P AWVA
—>
N B
Thay vp=0tacé: V,, =V, S =

Nhu vay véan toc tic thoi cua diém M duogc b Py Vg
a

tinh nhu van toc cta diém M trong chuyén dong clia
vat quay tic thoi quanh tam van toc tic thoi P. Hinh 8.9

V,, ¢O0 phuong vuong géc voi PM, hudng
theo chiéu quay vong cua » quanh P, ¢6 do 16n vy,=PM . ®

Ta c6 két luan : van toc clia diém bat ky trén vat chuyén dong song phang
luén luon huéng vuong goéc va ty 1¢ thuan véi khoang cach tir tam van toc tic
thoi dén diém. Quy luat phan b6 van toc cdc diém biéu dién trén hinh ( 8-9.).
Trong thuc hanh c6 thé x4c dinh tam van toc tic thoi P theo mot s6 trudng hop

sau

Trudng hop 1 : Vat chuyén dong lan khong truot trén mot dudong thang

hay dudng cong phiang c6 d inh (hinh 8-10a) c6 thé x4c dinh ngay diém tiép xiic

chinh 1a tam van t6c¢ tic thoi vi rang di€ém d6 cé van toc biang khong.

Trudng hop 2: Khi biét phuong van toc hai diém hay quy dao chuyén dong

cla hai diém trén vat chuyén dong song phing thi tam van téc tifc thoi 1A giao
diém clia hai duong thang ké vuong géc vé6i hai phuong van téc hay hai phuong
ti€p tuyén clia quy dao tai hai diém d6 (hinh 8-10b). Trong trudng hop nay néu
hai duong d6 song song vGi nhau c6 nghia tam P & xa vo clung, ta ndi vat tic thoi

chuyén dong tinh tién (hinh 8-10b).

Trudng hop 3: Khi biét do 16n va phuong chiéu van toc hai diém nim trén

cling mot dudong thang vuong géc vé6i van toc hai diém dé (hinh 8-10c), tam P 1a
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giao diém clia duong thiang di qua hai miit véc to van toc va dudng thang di qua

hai diém do.

G

a)
Hinh 8.10

Thi du 8.1: Co cdu phang biéu dién trén hinh (8-11) c6 van téc V,,V, cla
hai con truot A va B da biét. Xac dinh van toc cua khép C.

Bai giai:

Khi co cau hoat dong thi cac thanh bién
AC va BC chuyén dong song phiang. Dé xdc
dinh van toc cua diém C ta 4p dung dinh 1y hinh
chiéu van toc cho thanh AC va BC. Vi v, va vy
da biét nén dé dang xdc dinh duoc hinh chiéu

cia chiing lén phuong AC va BC 1a Aa va Bb.

Tai C kéo dai cic doan thang AC va BC, Trén
do 1ay céc diém C,, C, v6i CC, = Aa, CC, = Bb.

Cac doan nay la hinh chiéd ctia Vi 1én hai phuong AC va BC. Ta vé€ ti giac

Hinh 8.11

vuong goéc tai C, va G, (hinh 8-11) duong chéo CC' ctia t& gidac d6 chinh la van

toc V.

Thi du 8-2 : Tay quay OA |
quay quanh truc O v6i van toc géc
khong d6i n =60 vong / phit va
dan dong cho thanh bién AB gin
v6i banh xe 2 (hinh 8-12). Banh xe

2 truyén chuyén dong cho banh xe

Hinh 8.12
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1 khong gan véi tay quay OA nhung quay quanh truc O.

Xac dinh van toc con trugt B; Van toc géc ctia banh xe 1 tai thoi diém khi

tay quay OA song song va vuong goc v6i phuong ngang.

Cho biét co cau cling nim trong mot mat phang var, = 50 cm ; r, = 20 cm;
AB =130 cm.

Bai giai :

Co cu ¢6 5 khau : banh xe 1 chuyén dong quay quanh truc O; con truot B
chuyén dong tinh tién theo phuong ngang; Thanh AB chuyén dong song song
phang; Binh xe 2 chuyén dong song phang; tay quay OA chuyén dong quay
quanh O.

1) Xét truong hop tay quay OA & vi tri song song vGi phuong ngang (hinh
8-12a).

Van toc goc thanh OAla: o= m_ 60 =2ml/s.
30 30

Van toc diém A : v,=OA . w=2n . (r, -1,) = 60 = 188,5cm / s.

Trén thanh AB c6 phuong van t6c¢ hai diém A va B da biét nén xac dinh

dugc tam van toc tic thoi P, (hinh 8-12a).

Hinh 8.12



-108-

Tt hinh v€ x4c dinh duoc :

P,B=r, =50cm

P,A=,/AB? P, B? =130 +50° =120cm

Xéc dinh van toc ctia cdc diém A, B, C theo tam van toc tic thoi P, va van

toc o, cua thanh ABtacé;

V,=0,.PA;
Vy= o, . P,B;
V.=wm,. PG
Trong d6 : ®, = Va =@:E(lls)
PA 120 2

Thay vao cdc bi€u thic clia Vg va Vi ta c6 :

V, = g.so = 25r(cm/s)

V, = g.loo =50n(cm/s)

Vi banh xe 2 an khdp véi banh xe 1 nén van t6c diém C con c6 thé xic

dinh theo cong thiic :

V,
Ve=0, .1, suyra: @, =—>=m (1/s)
r

1
2) Tay quay OA & vi tri thang ding (hinh 8-12b).
Tai vi trf nay van toc hai diém A va B song song v6i nhau vi thé theo dinh
1y hinh chiéu ta c6 : V,cosa = Vgcosa suy ra \7A :\75- Thanh AB tic thoi

chuyén dong tinh ti€n. Moi diém trén né va banh xe 2 gén vdi né ¢6 chuyén

dong nhu nhau. Ta c6 :
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V=V, =V, :E:)—On:188,5(cm/s).

Phuong chiéu ctia cic van toc biéu dién trén hinh vé .
Van téc géc cua banh xe 1 dé dang tim dugc :

Ve _60m :gn (rad/s)

r ? 50

Thi_du 8-3: tay quay OA quay quanh O vGi van toc goc ®,,, truyén
chuyén dong cho banh rang I an khép véi banh rang II ¢6 dinh. Hai banh rang ¢
béan kinh nhu nhau va bang R. Thanh truyén BD c6 dau B lién két v6i banh xe 1
bang khép ban 1é con ddu D néi
bang khdp ban 1€ véi tay quay CD
(hinh 8-13).

Xac dinh van toc gbéc cua
thanh truyén BD tai thoi di€ém c6
goc BDC = 45°, Cho BD = 1 (cm).

Bai giai :

Trong co cau banh rang I va

thanh truyén BD chuyén dong song

phing. Banh rang 1 c6 tam van téc

Hinh 8.13

tiic thoi P. Van toc diém A duoc

tinh nhu sau :
V=0, - 2R.
\7A hudng vuong géc vGi OA theo chiéu quay vong cua mg,. Suy ra van
toc gbc cua banh rang 1 :

V, 2R.og,
R R

O, = =20¢, -

Van toc diém B ¢6 do 16n :
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V, =PB.ol=~/2R.0, = 24/2Ro,, .
Vi C6 phuong vuodng géc véi véi PB ¢6 chiéu theo chiéu quay cuia banh
rang 1 quanh P (hinh vé 8-13).

Thanh BD chuyén dong song phang, Pau B c6 van toc da x4c dinh, ddu D
c6 phuong van toc vuong géc véi CD do dé nhan dugc tam van toc thic thoi P,

nhu trén hinh vé .
N , W2 o
Trén hinh ta c6 P,B = - Van toc diem B duoc xéc dinh theo P:

V R
Vi =P,.B.oogp suy ra : @gp = ?BB = 4'T(’OOA

Chi€u quay cua wgp nhu hinh ve.

8.2.3. Gia toc cua diém

8.2.3.1. Dinh 1y 8-3 : Gia toc clia diém M bat ky thuoc tiét dién (S)
chuyén dong song phang, bing tdng hinh hoc gia toc clia tam cuc A va gia téc

cua diém M trong chuyén dong ctia ti€t dién quay quanh A (hinh 8-14).

=

Wy, =W, + Wy, (8-4)

Trong d6 : W, =Wy, +Wyya
V6i: Wiy, =AM va W', = o> AM
Chting minh dinh 1y :

Dao ham bac hai theo thoi gian phuong trinh chuyén dong (8-2) ta c6 :

WMAZz—TXm+&X%AM=§XAM+VMA
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Vi chi y AM c6 do 16n khong déi nén %(H/i): dx AM =V,

—_—

Tacé:W,, =W, +ExAM+®dx V,,,

€xAM 1a gia toc phap tuyén ctia M trong chuyén dong cua (S) quay
quanh A.

®xV,,, 1a gia t6c phdp tuyén ctia M trong chuyén dong cua (S) quay
quanh A. Ta da chitng minh dugc :

Wy =W, + Wy +Wia

Vi céc véc to o c6 phuong vuong géc véi mat phing cia tiét dién nghia 1a
vuong goc v6i AM va \7M A Nén dé dang tim duoc :

Wya =AM . g con Wy,," = AM . »*

Suyra: wW,,, = AMA~e® + o
pd — Ve z,° Ve P ‘8‘ N
Véc to W, ¢6 phuong hop v6i AM mot goc p voi tgu=-— (hinh 8.14).
®

8.2.3.2. Tdm gia toc ticc thoi

Piém trén tiét dién co gia toc titc thoi bing khong goi 12 tam gia toc tic

thoi. Ky hiéu tam gia toc tic thoila J . Tacé : W; = 0.

Pinh 1y 8-4 :

Tai moi thoi diém trén tiét dién chuyén dong song phang luon ton tai mot
va chi mot tam gia toc tdc thoi J.

Chiing minh tinh ton tai ctia tAm gia toc tifc thoi : gia thiét tiét dién chuyén
dong song phang véi van toc géc va gia toc goc 1a o va e. Trén tiét dién c6 diém
A biét gia toc W, (hinh 8-15). Xoay W, theo chiéu quay cta &€ quanh A di mot

€ ) ’
goc n voi tgu = Q Dung ntra duong thang Ax theo phuong dé.va lay trén Ax
®
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WA

mot diém J cach A mot doan Al = =
Vel +
Piém J d6 c6 gia toc :

W, =W, +W,,
Trong d6 W, c6 do 16n bing W, = Al\e’ + " .

w,el + ot

g

2
Q)

Thay AJ:L. Ta dugc : w,, =

Vel + o'

W, hop v61 AJ mot goc p véi tgu = hudng theo chiéu quay cua ¢

quanh A. Nhu trén hinh v& (8-15) ta thay hai véc to gia toc W, va W,, c6 do 16n
bing nhau song song va nguoc chiéu do dé6 :

W, =W, +W, =0

Hinh 8.16

Hinh 8.14 Hinh 8.15
Piém J chinh 12 tAm gia toc tifc thoi cla tiét dién .
Tiép theo ta chiing minh tinh duy nhat ctia tam gia tdoc tic thoi J : gia thiét
tai thoi diém trén tiét dién c6 hai tam gia t6c tic thoi J, va J,.
Khi d6 W;, =0 va W;,=0.
Theo biéu thitc (4-8) ta c6 thé viét :
Wy, =Wy + Wy,

Thay W, = 0 vd W,,= 0 vao biéu thiic trén ta dugc W,;,= 0.
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Viw,, =JJJe’ +o* trongdé €20 ©=0

nén Wy, chi ¢6 thé bang khong khi J,J, = 0 nghia 1a J, trung vdéi J,.
Khong thé c6 hai tam gia toc cling mot thoi diém trén ti€t dién chuyén dong
phang.

Néu trén ti€t dién c6 mot tam gia toc tic thoi J va chon J 1a tam cuc thi

gia toc cua diém M trén tiét dién c6 thé x4c dinh theo biéu thiic :
W, =W, +W,,.
Vi w; = 0 nén c6 thé viét :

> _\F T =N
WM _WMJ _WMJ +WMJ’

Vé tri s6 W,, =MJve’ +®* c6 phuong hop véi MJ mot géc p véi

€ . L
tgu = @ theo chiéu quay cua € quanh J (hinh 8-16). Nhu vay ta nhan thay gia
®

toc clia céc diém trén tiét dién chuyén dong song phang luon luén hop véi
phuong noi tir diém dén tam gia toc tic thdoi mot géc p cé6 do 16n ty 1& véi
khoang cach tir diém dén tam gia toc tic thoi J. Vi céc tinh chat d6 quy luat phan
b6 gia toc cdc diém trén ti€t dién bi€u dién nhu trén hinh (8-16). Ciing tir cac
tinh chat trén ¢ thé x4c dinh tam gia toc tic thoi trong mot s6 trudng hop bi€u

dién trén cac hinh (8-17), (8-18) , (8-19), (8-20), (8-21), (8-22).

Hinh 8.18 Hinh 8.19
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Hinh 8.20 Hinh 8.21 Hinh 8.22

Trén hinh (8-17) va (8-18) khi 0<u<90% w # 0,6 =0

Trén hinh (8-19) va (8-20) khi u=90’; ® # 0,e # 0

Trén hinh (8-21) va (8-22) khi u=0;®#0,6=0

Trén hinh (8-23) W, =W;.

Thi du 8-4 : Banh xe tau hoa, ban kinh vanh ngoai R ban kinh vanh lan la
r 1an khong truot trén ray thang. Cho biét van toc va gia toc cia tau 1a Ve = 0,4
m/s va W = 0,2 m/s*>. X4c dinh gia toc !
clia cac diém M;, M, M;, M, trén vanh
ngoai cua banh xe tai thoi diém dang

xét nhu hinh (8-23). Biét r = 40cm, R =
50cm.

i

Bai gidi : M;

Binh xe chuyén dong song

phang da biét van toc va gia téc tam C.

Trudc hét xac dinh van toc goc

va gia toc goc cua banh xe.

Hinh 8.23

C6 thé xac dinh van t6c¢ goc theo

ve. Vi tam van toc tic thoi 1a diém ti€p xtic gitta banh xe v6i dudng ray nén co :

@:V_C:V—Czﬁzl(rad/s).
PC r 04

Gia toc goc :
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E=—=
dt dt

_do _d (V_Cj _lave _we _02_ 0,59(rad/s?)
r rodt r 04

Xdc dinh gia t6c céc diém M theo biéu thic :
W,, =W, + W, + W}, 0day nhan tam C la tam cuc.

Cac véc to Wy, W, cua cdc diém c¢6 tri s6 nhu nhau, chi khac nhau vé
phuong chiéu.
Védoléntacé: W, =CM.e=R.£=05.0,5=0,25m/s%
Wye' = CM.o* =R.0*=0,5.1*= 0,5 m/s*;

Phuong chiéu cac véc to ndy & cdc di€ém biéu dién trén hinh vé. Can cit vao
hinh v& va tri s6 da thu dugc ta c6 thé tinh gia toc cdc diém M,, M, M;, M, nhu

sau :

w, =+(we +wie f +wie” =4(0.2+05) +0,252 =0,74m/s?

w, =W +wie f +wie” =+(0,2+0.25) +0,5 =0,67m/s”

w, =Wl +w, f +wie’ =4/(05+0,2)" +0,25% =0,39m/s?

w, =W, +we | +wh” =+(0,25+0,2) +05? =0,50m/s?

Thi du 8-5 : Tay quay OA quay déu véi van toc géc mg,. Tim gia téc cua
con trugt B va gia tdc géc ciia thanh AB trén co
cau hinh v& (8-24). Cho biét tai thoi diém khéao
sat goc BOA =90°; do dai OA =r; AB=1.

Bai giai :

Tai vi tri khao sat c6 :v, = vy

Thanh AB tic thdi chuyén dong tinh Hinh 8.24

tién: 0,5 =0

Gia toc diém A bang : W,=W," = ro,” c¢6 phuong chiéu huéng tir A vao O.
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Gia t6c¢ diém B luon ¢6 phuong nim ngang.

Pé x4c dinh tam gia toc tic thoi ta x4c dinh goc p:
¢ , 0
gu=-—=o dodé p=90
®

Dé dang tim duoc tam gia toc tifc thoi clia thanh AB 1a giao diém cta hai

dudng thiang ha vudng géc véi phuong W, va Wy tai A va B.

Vi 0,5 = 0 nén c6 thé viet : W, =JA.c,; ; Wy =IB.g,p
W W

Suy ra : —A=_8
JA JB

. r?
OdayJB=rcon JA=+I"—r° nén W, =———.’rad/s’
I* —r
Phuong cia W, theo phuong ngang, chi¢u huéng theo chiéu quay vong

clia €, quanh J nhu hinh vé.

w W
A — A o’rad/s?
JA |2 _r2

Tu bi€u thitc : W, =JA.g,p suyra g,5 =

]
Thay W, =r.m,> ta dugc : €, :ﬁ.mzrad/sz
I©—r

Thi du 8-6 : Cho co cdu gom hai banh rang an khép v6i nhau. Banh rang
1 ban kinh r;, = 0,3 m c6 dinh; Banh
rang 2 bén kinh r, = 0,2 m 1an trén vanh
banh ring 1 va nhan chuyén dong tir
tay quay OA quay vé6i van toc goc la

Woa Va gia toc goc €4, (hinh 8-25a).

Xéc dinh gia t6c diém D trén

vanh banh rang 2 tai thoi diém c6 ;

0o =1 rad/s*

Vv g, = =4 rad/s’.
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Bai giai : Banh rang 2 chuyén dong song phang. Van toc va gia tc clia
tam A duoc xéc dinh :
vy = 0A.0o, =0,5 m/s ;
W, = 0A.gy, = -2 m/s%; W,"= OA.0° = 0,5 m/s*.
Ta c6 thé xéc dinh duoc van toc géc ®, cia banh rang 2 :

o, :V—A:%:Z,Srad/s
r, 0,2

Chiéu quay cua ®, nhu hinh vé (8-25).
Gia toc géc ¢, ctia banh rang 2 dugc x4c dinh theo biéu thiic :

g, = do, :LZ.dVA “Wa _ "2 10radss?
d¢ r° dt r, 02

Diéu nay ching t6 banh ring 2 chuyén dong cham dén, chiéu cla €, nguoc
chiéu véi m,.
Gia toc diém D c6 thé viét :
Wy =W, +Wy +W[, + W5, (a)
Tai thoi diém khao st ¢6 :
Wi =DA.g, = 1,6, =0,2.(10) = 2 m/s?;
Wpa" = DA.w, = 1,00, = 0,2.(2,5)* = 1,25 m/s*.
Chiéu hai v& dang thiic (a) 1én hai truc Dx va Dy (hinh 8-25b) ta duoc :
W, = W+ Wy, =2 + 1,25 = 3,25 m/s

Wy, =Wy, - W, "=2-0,5=1,5 m/s”

Suyra: W, =,Wh +Wh =4325% +15° ~358m/s’
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Chuong 9

CHUYEN PONG QUAY CUA VAT RAN QUANH MOT PIEM CO PINH
- CHUYEN PONG TONG QUAT CUA VAT RAN

9.1. CHUYEN PONG QUAY CUA VAT RAN QUANH MOT PIEM CO PINH

9.1.1 Pinh nghia

Chuyén dong ctia vat rin c¢6 mot di€ém luon luon c¢6 dinh duge goi la
chuyén dong quay quanh mot diém c6 dinh

Thi du: Con quay tai chd, banh
xe 0t6 chuyén dong khi 6t6 14i trén A
duong vong; canh quat ciia may bay
khi may bay lugn vong .v

Mo hinh nghién ctu vat ran

chuyén dong quay quanh mot diém O

6 dinh biéu dién trén  hinh 9.1. 4
Hinh 9 - 1
9.1.2 Thong s6 dinh vi.
Vat ran quay quanh mot di€ém c6
dinh c6 thé biéu dién bing tiét dien( S) .
cua vat quay quanh diém O ( hinh 9.2 ). z >
Tiét dién nay khong di qua diém co dinh
O va chuyén dong trong hé toa do co e 0 i
dinh Oxyz. Dé x4c dinh thong s6 dinh vi ’M
y
ctua vat ta dung truc oz, vuéng goc véi
2 . N
tiét dién (S). Dung mat phang © chita hai X Ve
) , Xi
truc oz va oz, . Mat phang nay cat mat N
phang oxy theo duong OD. V& dudng
Hinh 9-2

thang ON vuong géc v6i mat
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phang © khi dé c6 géc DON = g Duong ON nam trong mit phang Oxy

va goi la dudng mut.

Dé xdc dinh vi trf ciia vat trong hé toa do0 oxyz trudc hét phai x4c dinh duoc vi
tri cua truc oz, nghia la phai xac dinh dugc cac goc 6 va o. Ti€p theo phai xac
dinh duoc vi tri cia vat so v6i truc oz, nghia la phai xac dinh dugc vi tri cua né
so v6i mit phang ONz,, nhd géc o= NIA. Nhu vay ta c6 thé chon ba géc @, o va
0 12 ba thong so dinh vi clia vat., & day géc a con c6 thé thay thé biang goc y =

T
—— Q.

2
Ba géc @, v, 0 goi 1a 3 goc Ole.
Go6c ¢ goi la géc quay riéng; goc y goi la goc tién dong va géc 0 goi la

gbc chuong dong.

9.1.2.2. Phuong trinh chuyén dong

Trong qua trinh chuyén dong ctia vat céc goc ole thay doi theo thoi gian vi
thé phuong trinh chuyén dong cta vat rin quay quanh mot diém co dinh c6

dang:
=9 ().
y=p(b). 9.1)
0= 0( t).

Can cit vao két qua trén ¢ thé phat biéu cic hé qua vé su téng hop va
phan tich chuyén dong ctia vat ran quay quanh mot diém c6 dinh nhu sau:

Hé qud 9. 1: Chuyén dong ctia vat ran quay quanh 1 diém c6 dinh bao gid
ciing c6 thé phan tich thanh ba chuyén dong quay thanh phan quanh ba truc giao
nhau tai diém c6 dinh O. C4c chuyén dong d6 1a: chuyén dong quau riéng quanh
truc Oz, v6i phuong trinh ¢ = @( t); Chuyén dong quay chuwong dong quanh truc

ON v6i phuong trinh 0 = 0( t) va chuyén dong quay tién dong quanh truc Oz véi
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phuong trinh y = y(t).

Hé qud 9.2: Tong hop hai hay nhiéu chuyén dong quay quanh cic truc

giao nhau tai mot diém 1a mot chuyén dong quay quanh mot diém co dinh do.
9.1.2.3. Vin toc goc va gia téc goc cua vdt.
- Van toc goc.

Goi van t6c¢ gbc clia cac chuyén dong quay riéng, quay tién dong va quay

chuog dong lan luot 1a @, @, va @, ta co:
=05 W=V m3=9
Theo hé qua 9.2 dé dang suy ra van toc géc téng hop @ clia vat
T= W, + ®, + O, (9.2).

Vi cdc vecto @,, @,, @, thay doi theo thoi gian nén @ cling 1a vecto thay

d6i theo thoi gian ca vé do 16n 1an phuong chiéu.

Nhu vay vecto @ la
vecto van toc goéc tic thoi

Tai mot thoi diém cé thé

N

xem chuyén dong cla vat

ran quay quanh mot diém A 0

c6 dinh nhu 12 mot chuyén 0

dong quay tic thoi v6i van

toc géc @ quanh truc quay

el

tiic thoi A di qua mot diém
coO dinh O.( hinh 9.3).

- Gia toc goc: Hinh 9-3

Goi gia toc gbc tuyét doi € cua vat duge xac dinh bang dao ham bac nhat

theo thoi gian cua véc to ®
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d .
E=—0= 9.3
€ dtw o) 9.3)

Vé phuong dién hinh hoc c6 thé x4c dinh
véc to € nhu 12 véc to van toc cua diém dau N

véc to van toc géc ® (hinh 9.4).

Xét truong hop dic biét chuyén dong quay

tién dong déu.

Hinh 9-4

Chuyén dong clua vat ran quay quanh 1
diém c6 dinh ¢6 chuyén dong quay riéng va chuyén dong quay ti€n dong l1a déu
con chuyén dong quay chuong dong khong c6 , nghia 1a @, = const ; @, = const;
;=0
Trudng hop dic biét nay goi 1a chuyén dong quay tién dong déu.

Trong trudng hop chuyén dong quay ti€én dong déu van toc goc dugc xac
dinh:

o =0,+0, = O+ @, 9.4)
Va gia toc géc:
¢=Vy v6iN Ia diém miit cla .

Nhung & day theo hinh v& 9.4 hinh binh hanh van t6c géc duoc gan véi

mit phiang 7t ( Oz va Oz,) va quay quanh Oz véi van toc @,( @,).
Do d6 :
Vi=0.XxON=w. X0 =0.X(®, X ®,) =0, X O,
nghia 12 trong trudng hop chuyén dong quay ti€én dong déu thi:

E=V XV, =W, X ® 9.5).
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9.1.3. Khao sat chuyén dong cia mét diém trén vat
9.1.3.1. Quy dao chuyén dong ciia diém

Khi vat chuyén dong, vi moi di€ém c6 khoang céch t6i diém O c6 dinh 1a
khong déi vi thé€ quy dao cuia ching lu6n nim trén mot mét cau ¢ tam 1a O va
ban kinh bing khoang cach tir diém khdo sit t6i diém c6 dinh O. Chinh vi thé
ngudi ta con goi chuyén dong quay cta mot vat quanh mot di€ém co dinh 1a
chuyén dong cAu.
9.1.3.2. Védn toc ctia diém

Xét diém M trén vat. Tai mot thoi diém vat c¢6 chuyén dong quay tic thoi
vGi van toc goc @quanh truc quay thic
thoi A di qua O vi th€ van t6c cua diém M
c6 thé x4c dinh theo biéu thiic:

—

V,, = ® x OM  (9.6)

Véc to \7M huéng vuong goéc véi

mat phang chia truc A va diém M va cé

do 16n V,; = ®.h. Trong d6 h 1a khoang
cach tir diém khdo sit M dén truc quay

tuc thoi A (hinh 9.5).

Hinh 9-5

9.1.3.3. Gia téc cua diém
Gia t6c cua diém M trén vat
rin quay quanh mot diém c6 dinh

dugc xac dinh nhu sau:

Modt M dt
_ox 3 oM+ 99, oM
SO M T Hinh 9-6
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R

= oxV+gyxOM

_—

Pat ®xVy, =W,,, va §xOM=W,,
Cuoi cung ta duoc :
W, =W, +W, 7

Trong d6: W,,, huéng tirt M vé H va c¢6 do 16n Wy, = h.o* W,,, huéng
vudng géc véi mat phing chita véc to & va diém M ¢ do 16n Wy, = h,. . Vé6i hl
12 khoang cdch tir diém M t6i vécto € .

Chd y: V€ hinh thic cac véc to W,,, va W, giong nhu gia toc phéap
tuyén W, va gia toc tiép tuyén W,,, clia diém M khi né quay quanh truc A co
dinh nhung thuc chat I1a ching khac nhau vi & day hai véc to ® va € khong
trung phuong nhu trong chuyén dong quay quanh mot truc c6 dinh.

Thi du 9.1: Khao sat

chuyén dong quay tién dong déu

ciia con quay c6 hai bac tu do
cho trén hinh vé (hinh 9 -7). Cho

el

biét chuyén dong quay tuong doi
ctia con quay quanh truc Oz, cé

s , —_— 1 N
van toc goc o =200m.— va
S

chuyén dong quay kéo theo cua

Hinh 9-7

truc Oz, quanh truc Oz c6 van
A z 1 . N 2, A z O A
toc goc oy = 2 Ttg. Hai truc Oz va Oz, hop v6i nhau mot géc o = 30°. Tim van
toc goc va gia tdc goc clia con quay.
Bai giai:
Chuyén dong ctia con quay 1a téng hop cta 2 chuyén dong tuong doi va

kéo theo . Hai chuyén dong nay 1a cdc chuyén dong quay quanh hai truc cat nhau
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tai mot diém O cd dinh. Nhu vay chuyén dong ctia con quay la chuyén dong
quay quanh diém O c6 dinh. O day chuyén dong tuong d6i véi van téc géc o, 1a
chuyén dong quay riéng ®, = ®,; con chuyén dong kéo theo v6i van toc @ la
chuyén dong quay tién dong con @ ; =0. Con quay thuc hién chuyén dong quay
tién dong déu .

—

Theo (9.4) ta ¢6 van toc géc tuyét doi ® = ®,= ®,

Véc to @ duoc biéu dién bang duong chéo hinh binh hanh ma hai canh 1a

o, va O..
Vi ®, hop v6i ®, mot géc 30 do do d6 dé dang tim dugc:

o’ =0+ 0, +20,0,.c0s30°

hay: o= \/cof + 02 + 2m,.0,.c0530°
» 1
e Thay so ta duoc ® =202 & %

Gia toc goc tuyét doi € duoc xac dinh theo (9.5).

— —_—

8=VN = exON:coexcor

e

=0, X(0,+ O,

p—a

=0,X O,

€

Véc to € hudng vuodng géc v6i mit phang Ozz, nhu hinh v& va c6 gid tri:

£ = w,.0, sin30° = 200 nz.i

SZ
Thi du 9.2: Khao sat chuyén dong
2 N v

ctia banh xe 6t6 khi né chuyén dong déu Wow |
trén duong tron ban kinh R =10m. = l
. —0 |
Cho biét ban kinh banh xe r = 0,5m; . — ;
- ®‘
van téc tam banh xe (van toc 6t0) 1a V, = ' i%

36 km/h. A

Xac dinh van toc goc, gia toc goc Hinh 9-8
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tuyét doi cta banh xe va van toc, gia toc ciia di€ém P trén vanh banh xe (hinh
9.8).

Bai giai:

Chuyén dong cuia banh xe dugc hop thanh tir hai chuyén dong thanh phan:
Chuyén dong quay cta banh xe quanh truc Oz clia né véi van téc géc ®, va
chuyén dong cta truc banh xe Oz, quay quanh truc Oz thing ding véi van téc
gdc ®,. Hai truc z va z, giao nhau tai diém c6 dinh I vi thé c6 thé néi chuyén
dong téng hop clia banh xe 1a chuyén dong quay quanh mot diém I c¢6 dinh.
Trong trudng hop nay ®, 12 van t6c¢ goc cua chuyén dong quay riéng, ®, 1a van
toc goc cua chuyén dong quay tién dong. Chuyén dong quay chuong dong cé

van toc bang khong.

- X4c dinh van toc goc tuyét doi @ cua banh xe. Theo cong thic (9.2) ta

0= 0+ 0,
Vi hai truc quay Iz va Iz, luon luén vudng géc do d6: @, vudng géc ,.
Mat khdc vi banh xe lan khong truot trén dudng nén van toc di€ém P 1a
V=0.
Suy ra duong IP chinh Ia truc quay tic thoi cia banh xe. Can ct vao hinh

ve€ x4c dinh dugc o, = w,.cotga.

V r
Trong d6: ®, = —2 va tgor = —.
g 2 R g =

Vao= ol + o)
Thay s6 tim duoc: ®, =20 (1/s), ®, =1 (1/s) va ® = 20 (1/s).

Chuyén dong ctia banh xe 1a chuyén dong tién dong déu do do x4c dinh
gia toc goc tuyét doi.nhu sau:

e=Vy= 0, xIN= 0,x o,
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N . A . u e N N A 7z 2, -~
Ve tr1 sé:e = 0, o, s1n§ =20 1/s* hudng vao trong va vuong géc v4i mit

phang hinh vé.
- Xé4c dinh van toc diém P
Do P nam trén truc quay tic thdi nén van toc¢ ciia né V,=0.
- X4c dinh gia toc diém P

Theo (9.7) W= W p + W,

—_—

Vi P ndm trén truc quay tic thdinén W, = @ x OP=0

Con Oz hudng vuodng géc véi mit phang chita véc to €vao diém P nhu
hinh v€ vdi tri so:

W= IP. £ =10.20 = 200 m/s”.

9.2. CHUYEN PONG TONG QUAT CUA VAT RAN (CHUYEN PONG TU DO
CUA VAT RAN)

9.2.1. Phuong trinh chuyén dong

Khéo sat vat ran chuyén dong tu do trong hé truc toa do co dinh Oxyz. Dé
thiét 1ap phuong trinh chuyén dong ctia vat ta chon mot diém A bat ky trén vat
lam tam cuc va gan vao vat hé truc Ox,y,z, ¢6 cdc truc song song vdi Ox, Oy,
Oz. Khi d6 vi tri ctia vat s€ dugc xac dinh bai vi tri cua hé Ax,y,z, so véi hé
Oxyzva vi tri ctia vat so v4i hé di dong o x y z. Tu d6 suy ra thong s6 dinh vi cua
VAt so v6i hé Oxyz s€ 12 toa do x,, y,, z, clia diém A va 3 géc Ole ¢, v va 0 cla

vat. Suy ra phuong trinh chuyén dong ctia vat s& la:

Xa=X5 (0 Yya=ya® Zy =25 (1)
® = o(t) V= y(t) 6 =0(t) (9.7)
Chuyén dong tu do ctia vat luon Iuon cé thé phan tich thanh 2 chuyén

dong:
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- Tinh tié€n theo mot tam cuc A

- Chuyén dong quay quanh tam cuc A
9.2.2. Van toc va gia toc cua ca vat

Van téc clia ca vat duoc biéu dién qua van téc ctia tam cuc A 1a V, va van
toc goc tic thoi © cla vat quay quanh truc quay tic thoi A di qua cuc A.

Tuong tu gia toc clia vat ciing dugc biéu dién bdi gia toc clia tam cuc A 12
W , va gia toc gbc tic thoi ¢ trong chuyén dong quay tic thoi quanh truc quay
tic thoi di qua A.
9.2.3. Van téc va gia toc cia mot diém trén vat

Xét diém M bat ky trén vat ran chuyén dong tu do. Van toc clia diém M s&
dugc xdc dinh theo biéu thic: Vy, =V, + Vya . (9.8)

Vé6i V, 1a van toc tam cuc A con V), 1a van téc ctia diém M trong
chuyén dong quay quanh diém A. Ta c6:

\7M A =®xAM; ® la van toc géc tic thdi cua vat trong chuyén

dong quay quanh A.

Tuong tu gia toc cta diém M ciing dugc xéc dinh theo bié thic:

Wy, = W, + Wyya (9.9)

Wy, = W, +W2L +Wia. (9.10)
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Chuong 10

HGOP CHUYEN PONG CUA VAT RAN

Trong chuong nay mo hinh khao sat :
la vat rdn d6ng thoi tham gia hai chuyén
dong tuong doi so v6i hé dong o,x,y,z, va : O
chuyén dong kéo theo cua hé dong o
0,X,y,z, chuyén dong so v6i hé co dinh X,

oxyz (Hinh 10.1).

Sau day s& khdo sat chuyén dong

tong hop cua cdc trudng hop thudng gap.

Hinh 10-1

10.1. HOP HAI CHUYEN PONG TINH TIEN

Khéo sit vat ran tham gia hai chuyén dong tuong doi va kéo theo déu la
chuyén dong tinh tién.

Do tinh chat ctia chuyén dong finh tién moi diém trén vat ran s& c6 chuyén
dong tuong do6i va kéo theo nhu nhau vi th€ chuyén dong tuyét doi ciia ching

cting nhu nhau.

Tir d6 di dén két luan: Hop hai chuyén dong tinh ti€n cia mot vat ran 1a
mot chuyén dong tinh ti€n. Van t6c va gia téc moi diém trong chuyén dong tong
hop dugc tinh bing tong hinh hoc cdc vécto van téc hodc cic vecto gia toc cla
hai chuyén dong thanh phan.

V=V, +V, (10.1)

W=W, +W, (10.2)

g

Trong d6: V va W 1a van toc va gia toc cta chuyén dong tinh tién tong
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hop; V,, V,va W,, W, 1a van t6c va gia toc cua hai chuyén dong tinh tién
thanh phan.

10.2. HOP HAI CHUYEN PONG QUAY QUANH HAI TRUC

Khéo sit vat ran déng thoi tham gia hai chuyén dong: chuyén dong quay
twong do6i véi van toc géc 1d @, quanh truc quay Aa va chuyén dong quay kéo
theo 1a chuyén dong cua truc Aa quay quanh truc Bb vé6i van t6c gocw, .Ta sé

khao sét chuyén dong téng hop cuia vat rin trong cdc trudng hop sau.

10.2.1. Khi hai véc to @, va ®, song song cung chiéu.

Xét vat ran 12 mot dia phang chuyén
dong tuong doi quay quanh truc Aa véi van toc
géc ®, vuong goéc v6i mat dia. Truc Aa lai
quay quanh truc Bb song song véi van toc géc

®, cing chiéu v6i ®, (hinh 10.2).

Ta c6 nhan xét rang trong qua trinh

chuyén dong mat phang clia dia ¢ phuong

khong d6i nghia 1a chuyén dong téng hop cla
né 1a chuyén dong song phang. Van toc cua

diém A va B trén dia c6 thé x4c dinh:

V,=0,,AB ; V;=0,.AB

Phuong chiéu biéu dién trén hinh |
(10.3).

Dé dang xic dinh dugc tam van toc

tiic thoi cud dia 1a diém C va truc Cc di qua

C song song v6i Aa va Bb la truc quay tuc

Hinh 10-3

thoi cta dia. Tir van toc cua diém A va B ta
c6 thé xdc dinh dugc van t6¢ goc tuyét doi @ cua dia.

oo Va_Ve
AC BC
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V, + Vg _VA+VB
AC+BC AB

hay: o=

Thay V, = ®,.AB vd V; = ®,.AB vao bié€u thiic trén ta duoc:
0=0+0, (10.3)
Két luan: Hop hai chuyén dong quay cung chiéu quanh hai truc song song
12 mot chuyén dong quay titc thoi véi van t6c goc bang téng van t6c goc hai
chuyén dong thanh phan quanh truc quay tic thdi song song vdi hai truc quay da
cho va di qua diém C chia trong doan AB theo ty 1é:

O O, O
BC AC AB

10.2.2. Khi hai véc to ®, va ®, song song nguoc chiéu

Khi hai véc to ®, va ®, song song

ngugc chiéu ,véi cach bi€u dién nhu ¢ trén 4 C
chuyén dong cla dia van 1a chuyén dong ; ‘031 ‘ ©
song phang biéu dién trén (hinh 10.4). Gia B; ﬁ C{A)

thiét ring ®, > ®, khi d6 van téc hai diém |

V, =, ABva V; = ®,.AB nhung hai véc

— —

to V ,va Vjsong song cling chiéu.

Trén dia lic ndy c6 thé xdc dinh

dugc tam van toc tic thoi C 1a diém chia
© 0, O Hinh 10-4
BC AC AB

va van toc goc cua dia dugc xac dinh:

ngoai doan AB theo ty 1é

(D_VB_VA_VB_VA _ Vg —Va
BC AC BC-AC AB

Thay gid tri cia V , va Vg vao biéu thiic trén ta duoc:

O=0,-0, (104)
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Két luan: Hop hai chuyén dong quay ngugc chiéu quanh hai truc song
song 1a mot chuyén dong quay tic thoi vdi van toc géc bing hiéu so van toc géc
hai chuyén dong thanh phan quanh truc quay tiic thoi song song véi hai truc
quay da cho va di qua diém C chia ngoai doan AB theo ty 1¢:

O O, O
BC AC AB

Truong hop dac biét néu ®, = ®, nghia l1a 2 véc to ®, va ®, tao thanh
mot ngau véc to, khi dé theo (10.4) ta c6 o=
0. Diéu nay ching to vat sé& ¢6 chuyén dong
tong hop 1a tinh tién.

Thi du ban dap cua xe dap (hinh 10.5).

Ban dap quay quanh truc cua né véi
van toc o, truc ban dap lai quay quanh truc

gilta cua xe véi van tobc , = ®,, hai véc to

ndy song song nguoc chiéu do d6 chuyén

dong tong hop clia ban dap s& 1a chuyén

Hinh 10- 5

dong tinh tién.

10.2.3. Khi hai véc to @, va ®, giao nhau tai mot diém

Khao sat vat ran tham gia dong thoi hai chuyén dong quay quanh hai truc
Oa va Ob cit nhau tai O va c6 van toc géc 1a @ |, ® ..

Nhu da biét trong chuong 9 chuyén dong tong hop cua vat trong trudng
hop nay 1a chuyén dong quay quanh mot di€ém c6 dinh chinh 1a giao diém O cta
2 véc to van toc g6¢c ®,, ®,. N6i cach khdc chuyén dong téng hop cua vat rin
khi n6 dong thoi tham gia hai chuyén dong quay quanh hai truc cit nhau s€ 1a
mot chué€yn dong quay tic thdi quanh truc quay tic thoi A di qua giao diém O
cua hai truc quay trong chuyén dong thanh phin véi van toc géc tuyét déi ® =

0, + 0,

Theo (9.6) va (9.7) thi van toc va gia toc cia mot diém bat ky trén vat s&
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dugc xdc dinh nhusau:  V,, = @ + OM ; Wy =Wye+ W,

Thi du: X4c dinh véan toc géc tuyét d6i ctia banh rang nén 1 biéu dién trén
(hinh 10.6) cho biét tam A cua banh xe chuyén dong véi van toc V, va kich

thu6c AC=R; OA =1

Bai gidi: Chuyén dong ctia banh
xe duoc hinh thanh tir hai chuyén dong 5
quay: tuong doi quanh truc OA clia banh H:L Ao
xe va chuyén dong kéo theo do truc OA O o T —IA
quay quanh truc OB. Néu géc @, la van %
toc goc cta chuyén dong tuong doi , m, [ C
12 van toc géc ctia chuyén dong kéo theo ®, o
thi hai vecto @, va @, giao nhau tai O 1a

Hinh 10-6

diém c¢6 dinh trén truc OB. Chuyén dong
tong hop ciia banh xe sé& 1a chuyén dong quay quanh diém O c6 dinh. Vi bdnh xe
(1) an khép véi banh xe 2 ¢6 dinh nén diém C ¢6 van toc V= 0. D& dang nhan
thady OC la truc quay tic thoi ctia banh xe. N€u goi van téc gbc tuyét doi cua
banh xe la @ theo (9.7) ta co:

® = ®, +m,.  Trong dé @, c6 phuong OB hudng xuéng dudi va co tri s6

VvV
_ VA
0= |

. 0] R
Dé dang tinh duoc: 0= —2 v6i sinol= ——— .
' sina JI2 + R?
V 2
Cu6i cling nhan dugc: ® = FA 1+ o

10.3. HOP HAI CHUYEN PONG TINH TIEN VA CHUYEN PONG QUAY.
Khéo sat vat ran tham gia déng thoi hai chuyén dong tinh tién v6i van toc

v va quay quanh mot truc Aa v4i van toc goc @ .
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Bai toan c6 thé gap phai cc trudng hop sau:

10.3.1 Khi van toc chuyén dong tinh tién vuong goc véi van toc goc

cua chuyén dong quay.

Khi van téc chuyén dong tinh
ti€én vuong gbéc véi van toc %éc cua |
chuyén dong quay. (hinh 10.7) dé

dang nhan thdy ring chuyén dong

tong hop ctia vat 1a chuyén dong song

phang. C6 thé xdc dinh duoc truc

quay tdc thoi Pp ctia vat bang cach I1
quay V, di mot géc 90° theo chiéu
o o Hinh 10-7
quay vong cua o trong mdat phang
vuong géc véi vecto w va 1ay trén d6 diém P cach A mot doan AP= —2.
®

10.3.2. Khi van toc chuyén dong tinh tién va van téc géc @ song song voi
nhau .

Xét vat ran tham gia 2 chuyén dong, quay quanh truc Aa vé6i van t6c géc
@ va tinh tién véi van toc v theo chiéu Aa (hinh 10.8).

Chuyén dong téng hop cuia vat lic nay goi 1a chuyén dong vit. Néu v va @

Cung chiéu ta dugc chuyén dong vit
thuan va v, @ ngugc chiéu ra duoc chuyén
dong vit nghich.

Khéo sat 1 diém trén vat trong qud trinh

chuyén dong quy dao ctia né nim trén mat tru

c6 truc Aa béan kinh bang khoang cich giita

diém dén truc. Dang ciia dudng quy dao la
dudng xoan vit. Sau khi quay dugc mot vong

thi diém doéng thoi ciing doi theo truc Aa mot




-134-

V . N /. /.
doan h = 2n.— goi la budc vit.
®

Khi vat chuyén dong vit van toc cia mot diém M bat ky duoc xéac dinh

theo cong thic:
Vy=VVvi+rlo
Trong d6 r 1a khoang céach tir M t6i truc quay. Phuong ti€p tuyén véi quy
dao ( duong vit), nghia la hgp véi dudng sinh mot géc a (tga =L).

10.3.3 Khi v va @ hop véi nhau 1 goc bat ky.

Xét chuyén dong cua vat quay

quanh truc Aa véi van toc géc o va dong

7y, 3 :E Q)
thoi chuyén dong tinh tién véi van toc v i y
theo phuong hop véi Aa 1 géc a.( Hinh | %/’v wla, 7]
10.9). Trong truong hop nay néu phan A ; A
: 2 \//\g‘r) s
, - N . BN A = ()] -
tich vecto V thanh hai thanh phan Vv, a) y b)

theo phuong ® va V, vuong goc vii ® Hinh 10.- 9

nghia la V=V, +V, . Theo két qua &

muc 10.3.2 chuyén dong ctia vat c6 o va V, duoc thay th€ bang chuyén dong
quay tic thoi quanh truc C (truc quay tic thoi) véi cung van toc ®. Két qua
chuyén dong ctia vat s& thuc hién hai chuyén dong: tinh tién véi van t6c V, va

quay quanh truc C véi van toc goc ® song song véi v, va cich A mot doan AP =

v,/o = v.sina/m. Ta goi chuyén dong nay 1a chuyén dong vit titc thoi.
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Phan 3

DPONG LUC HOC

Chuong 11

CAC PINH LUAT CUA NIU-TON VA PHUONG TRINH VI PHAN
CHUYEN PONG

11.1. CAC KHAI NIEM CO BAN

Dong luc 1a phan tong quat ctia co hoc. Pong luc hoc nghién ctu chuyén
dong ctia vat thé dudi tac dung cua luc. Pong luc hoc thiét lap cédc dinh luat lién
hé gitra luc tdc dung v6i nhitng dic trung dong hoc va ap dung cac dinh luat dé
c6 thé giai cdc bai todn k§ thuat.

Vat thé trong dong luc hoc duoc xét dudi dang mo hinh : chat diém, co hé,
vat ran.

Chat diém 12 mot diém hinh hoc ¢6 mang khoi lugng. Chat diém 1a mo
hinh don gian nhat va co ban nhat ctia vat thé trong dong luc hoc.

Co hé¢ 1a tap hop nhiéu chét diém chuyén dong phu thuoc 14n nhau.

Vat ran 1a co hé dac biét khi khoang céch giita hai chat diém bat ky trong
d6 luon luon khong doi.

Khéc véi tinh hoc, luc trong dong luc hoc c6 thé 1a khong doi, cé thé bién
déi ca vé do 16n va phuong chiéu.

Luc phu thudc vao thoi gian nhu luc kéo ddu mdy, phu thudc vao vi tri ctia
vat nhu luc hdp dan, luc dan hoéi ctia 10 xo, phu thudc vao van to¢ nhu luc can cua
khong khi. Mot cdch téng quat trong dong luc hoc luc 12 mot ham cua thoi gian,
vi tri va van téc. Ta c6 :F = F(t,7,V) .

Trong dong luc hoc cac luc duoc phan chia thanh noi luc, ngoai luc hay

hoat luc va phan luc lién két. Noi luc ky hiéu 1a F . F, 12 luc tic dong tuong hd
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giita cdc chat diém trong mot co he.
Ngoai Iuc ky hiéu F, 14 cdc luc do chét diém hay vat thé ngoai hé tic dung
vao hé. Phan luc lién két ky hieu N 1a luc tic dung do cdc vat gay lién két 1én co
hé khao sat. Hoat luc 1a céc luc tdc dung lén co hé khong ké phan luc lién két,

thuong ky hiéu 1a F,

Pé khao sit chuyén dong cua vat bao gid ciing chon truéc mot hé quy
chi€éu. Hé quy chi€u khong phu thuoc vao thoi gian goi 1a hé quy chi€u quan
tinh, nguogc lai hé quy chi€u phu thudc vao thoi gian goi 1a hé quy chiéu khong

quén tinh .

11.2. CAC PINH LUAT CUA NIU -TON

Co s& 1y luan cua dong luc hoc chu yéu la cac dinh luat cia NIU - TON.

I-sdc Niu Ton (1643-1727) 1a nha bac hoc 16i lac da dat nén méng cho co
hoc ¢6 dién va da xay dung ly thuyét co hoc hoan thién can d6i. Vi thé co hoc c6

dién con goi 1a co hoc Niu - Ton.

Sau day giGi thiéu cdc dinh luat cia Niu - Ton va xem nhu 1a hé tién dé

ctia co hoc.
Dinh luat 1(Dinh luat quan tinh)

Chat diém khong chiu tdc dung cua Iuc ndo s& ding yén hoidc chuyén

dong thang déu.

Trang thii ding yén hoidc chuyén dong thiang déu 1a trang thii chuyén
dong theo quén tinh. Khi chuyén dong theo quén tinh chit diém s€ co6 :

v=const va W=0.
Dinh luat 2 (dinh luat co ban cua dong luc hoc )

Dué6i tdc dung cuia luc chat diém s& chuyén dong véi gia toc cling phuong

chiéu véi luc (hinh 9-1) .
A\

—

F:m.W M
%
~ F

W

Hinh 11.1
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m 12 hé s6 ty 1&, phu thudc vao lugng vat chét c6 trong chat diém.
Theo dinh luat nay luc 1a nguyén nhan 1am cho chét diém chuyén dong cé

gia toc.

Biéu thiic (11-1) cho thdy : Néu luc F khong déi m cang 16n W cang nhé
va nguoc lai, di€u d6 ching té kkoi luong m 1a s6 do quén tinh cta vat (tinh y

cua vat)

Tir hé thic (11-1) néu luc 1a trong luong ctia vat s& c6 :P = mg. O day g
dugc goi la gia toc trong truong.

H¢ thic (11-1) goi 1a phuong trinh co ban ctia dong luc hoc.

DPinh luat 3 (dinh luat vé tinh doc 1ap tac dung cta luc)

Duéi tac dung dong thoi clia mot hé luc chat di€ém s& chuyén dong véi gia
toc bang tong hinh hoc cdc gia t6¢c ma chat diém thu duoc khi né chiu tic dung

doc 1ap tung luc mot .
W=W,+W, +...+W,. (11-2)

W1a gia toc cta chat diém khi hé luc cing tic dung dong thoi ;
W, ,W,,W,_ 1a gia toc cha chat diém khi né chiu tdc dung timg luc:
F.F,,...F doclap.

Tir hé (11-2) néu nhan hai vé& véi khoi luong m s€ duoc :

Theo dinh luat hai thi :

—

Dodétacé: mw=F +F, +...+F =>F (11-3)
i=1

|

Hé thitc (11-3) 1a phuong trinh co ban ctia dong luc hoc khi chat diém

chiu mot hé luc tdc dung.

Dinh luat 4 (dinh luat taic dung va phan tac dung )
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Luc tic dung tuong ho gitta hai chat diém 1a nhitng luc ciing phuong, cing
do 16n va nguoc chiéu.

Pinh luat ndy mo ta tic dung tuong hd giita hai chat diém va 1a co s&

nghién cttu cho dong luc hoc ctia hé.

Can chd y rang hai luc twong hé khong phai 14 mot cap luc can bang vi

ching dat lén hai chat diém khac nhau.

11-3. PHUONG TRINH VI PHAN CHUYEN PONG CUA CHAT PIEM
VA CO HE.

Xét chat diém chuyén dong trong hé quy chi€u quén tinh oxyz, dudi tac
dung cua cac luc Ifl, IE2 : IES,....IEn. D6i vé6i chat diém tu do cdc Iuc nay 1a cdc hoat
luc dit lén chat diém. D6i véi chat diém khong tu do céc luc nay bao gom ca
hoat luc va phan luc lién két. Can ¢ vao phuong trinh c¢o ban ctia dong luc hoc
ta c6 thé thanh lap phuong trinh vi phan chuyén dong cua chat diém duéi cic
dang khic nhau.
11.3.1.Dang véc to

Goi véc to dinh vi ctia chat diém 1a T ta c6 :

dt?

Khi d6 phuong trinh co ban viét cho chét diém nhu sau :

m ar =>F (11-4)
Phuong trinh vi phan (11-4) dugc goi 1a phuong trinh vi phan chuyén dong
cua chat diém dudi dang véc to.

11.3.2. Dang toa do Pé cac

Chiéu phuong trinh (9-4) 1én céc truc toa do oxyz s€ dugc :
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n
mX :ZXi :
i=1
n
my=§Yi; (11-5)
1=
n
mz=3% Z

O day x, y, z 12 toa do ctia chat diém trong h¢ oxyz, con X, Y, Z; 13 hinh
chiéu cua luc IEI lén céc truc ox, oy, oz.

Hé phuong trinh (11-5) dugc goi 1a hé phuong trinh vi phan chuyén dong
cua chét diém dudi dang toa do Dé cac.
11.3.3. Dang toa do tu nhién

Goi W', W", WP 1a hinh chiéu ciia gia toc diém va E°, ", E? 1a hinh
chiéu cua F, 1én cac truc ctua hé toa do tu nhién. Sau khi chi€u phuong trinh (11-

4) 1én cac truc cua hé toa do tu nhién ta duoc :

n
T _ = T,
mw _ms__z‘iFi :
1=!

mw" =mY =Y F; (11-6)

D6i v6i co hé chiing ta c6 thé tach mot chat diém trong hé ra dé xét. Goi
hop cdc ngoai luc tic dung lén chat diém thit k dugc tdch ra la IEke va hop céac nodi
luc tic dung 1én no 1a Iq:ki .

Phuong trinh vi phan chuyén dong cua chat diém viét dudi dang véc to :

mka = Fki + er

Trong d6 m, va W, 1a khdi lugng va gia toc cta chat diém thi k .
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Khi xét tat ca cac chat diém ta sé& thu dugc N phuong trinh sau :
m,w, = IE1i + Ifle;
(11-7)

Hé phuong trinh (11-7) duoc goi 1a hé phuong trinh vi phan chuyén dong
cua hé duéi dang véc to. Néu chi€u hé phuong trinh (11.7) 1én cac truc ctua hé
toa do Dé cac hoic hé toa do tu nhién ta s& dugc hé phuong trinh vi phan chuyén

dong ctia co hé dudi dang toa do Dé cac va hé toa do tu nhién.

11-4. HAI BAI TOAN CO BAN CUA PONG LUC HOC

T phuong trinh vi phan chuyén dong cua chit diém ta thay trong dong

luc hoc ¢6 hai bai toan co ban sau day :

- Bai_todn co ban thit nhét: Cho biét chuyén dong cua chat diém xac dinh

luc da gay ra chuyén dong do. Bai toan nay goi 1a bai todn thuan.

- Bai todn co ban thit hai: Cho biét cac luc tic dung 1én chat diém va diéu

kién ban ddu ctia chuyén dong xdc dinh quy luat chuyén dong ctia chat diém. Bai
todn nay goi la bai todn nghich.

Sau day gidi thiéu cach giai hai bai todn co ban ndéi trén.

Do6i v6i bai todn thi nhét ta thiét 1ap phuong trinh vi phan cta chuyén
dong chat diém. Tir phuong trinh vi phan ta xdc dinh dugc luc tdc dung lén tiing
chét diém. Diéu co ban clia bai todn 1a x4c dinh gia t6c clia chat diém diéu nay

da dugc giai quyét trong dong hoc.

Doi véi bai todn thit hai, ta thay luc vao v€ phai cua phuong trinh vi phan
sau d6 tich phan phuong trinh vi phan tim dugc. D€ tim dang chuyén dong cu thé
ta x4c dinh hang so tich phan cén ctt vao cac diéu kién ban dau ctia chuyén dong.

Néu phuong trinh vi phan viét dudi dang toa do D€ cdc sau khi 14y tich phan hai
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14n s& xuat hién 6 hang so6 tich phan, nghia 1a cdc nghiém x, y, z thu duoc 1a cac
ham cta thoi gian va 6 hang s6 tich phan do6 :
x=f,(t,C,,C,....Cy)
y=£,(1,C,,C,....Cy)
z=1,(t,C,,G,....Cy)
Céc hang s6 tich phan trén dugc xéc dinh tir cdc diéu kién ban diu ;
Khi t=0 x=x,; y=y,; 27=7%, ;
X=X, ¥=Y0:2=2,
Thi du 11-1:

Chat diém c6 khéi luong m chuyén dong theo dudng enlip x=acoskt va

y=bsinkt hay tim luc tdc dung lén chat diém (hinh 11-2).

Bai giai :
Wy
Bai todn nay thuoc bai todn co ban thi BN UM
. oo . . E -~
nhat. Can ctr vao phuong trinh chuyén dong 0 I \a X
x=acoskt \\J
y=Dbsinkt
Hinh 11.2
Xac dinh duoc :

X = ak? coskt = —k?x ;
y =bk’sinkt = —k?y;
Ta c6 phuong trinh vi phan chuyén dong nhu sau :
xm=F, =-mk’x
.o 2
ym=F, =-mk°y

Luc tac dung Ién chat diém s& 1a F véi :

F=F +F =mk®\/x* +y> =mk®r
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Céc gbc chi phuong ctia F 1a:

cos(F, X) = F—FX -

F -
cos(F,y)=-L="7
For
Mait khéc ta cling ¢6 :

X
cos(r,x)=—
r

cos(r,y) =%

Dé dang nhan thdy F cung phuong nhung nguoc chiéu véi véc to dinh vi

T cha chat diém.

Tacé: F=—mkF.

Thi du 11-2 : D€ phan loai hat ngudi ta cho hat di qua mot sang dao dong
ngang c6 nhiéu 16. Biét ring van toc cua hat khi bat didu chuyén dong qua 16
V, (hinh 11-3). Hat c6 hinh dang cau, ban kinh R. B6 qua luc can ciia khong khi

xdc dinh do dai bé nhat b ctia 16 d€ hat c6 thé roi qua 16 dugc.
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Bai gidi:

Dé hat roi qua 16 sang trong ( ‘E > ; ;

tam cua hat tai vi tri bat dau cham

mép bén kia ctia 16 phai nam dudi |

mit phang ngang cta sang. Dé gidi Hinh

quyét duoc di€u kién d6 ta xac

dinh quang dudng hat di dugc theo phuong ngang (phuong ox) khi tam hat roi
xuong dugc mot doan x=R. Luc tic dung 1én hat coi nhu da biét d6 la trong

luong ban than ctia né. Bai toan ¢ day thudc loai bai toan co ban thi hai.

Chon hé toa do oxy gin véi sang (hinh 11-3) coi sang diing yén con hat

chuyén dong so véi sang. Luc tac dung 1én hat c6 :
F,=0 F, =+mg.
Phuong trinh vi phan chuyén dong ctia hat viét duoc :
mX =mg ; hay X=0;
my=0; hay y=0;
Tich phan hai v&€ phuong trinh trén ta dugc :

2

X=0gt+C x:%+C1t+C2
y:C3 y:C3t+C4

Pé x4c dinh hing s6 tich phan ta dua vao diéu kién dau da cho clia chuyén

dong.
Khit=0 X=X, suy raC=0
x=x, suy ra C,=0.

Thay vao nghiém da tim duogc ta c6 :

X=>— y=V,t



_144-

Phuong trinh quy dao thu dugce :

-

Vg
Khi x=R thi y=b—R =v, |2~
g

Suyra b=R + v, /ZFR

Dé hat chic chén roi qua 16 ta phai ¢6 :

b>R +v, /Z—R
g

Thi du 11.3:

Mot chat diém c6 khoi luong m chuyén dong trong mat phang ngang dudi
tdc dung cta luc hit vé tam O 1a F=—-k?m7. O dayT 1a véc to dinh vi con k 12
hé s6 ty 1é. Hay tim phuong trinh chuyén dong va quy dao cta chat diém. Cho
biét tai thoi di€ém ban dau ty=0,x,=1,y,=0,%X=0, y=v,(hinh 11-4)

Bai gidi:

Bai todn nay thuoc bai todn co ban thit hai. Phuong trinh vi phan chuyén
dong ctia chat diém viét duéi dang véc to :

mW = —k’mF
cho hé toa do oxy nhu hinh vé ta c6 thé thiét lap phuong trinh vi phan duéi

dang toa do Dé cdc nhu sau :

mX = —k’mx /y' -------- ,
my =-k’my E 1

\\0 )
Khtr khéi luong m & hai vé

phuong trinh trén ta dugc :

Hinh 11.4
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x=-k?’x=0
y=-k’y=0
Nghiém tong qudt ctia hai phuong trinh c6 dang:
x=c,coskt + c,sinkt
y=c,coskt + c,sinkt

Céc hang s tich phan ¢, c,, ¢;, ¢, dugc xdc dinh tir cac di€u kién dau cua

chuyén dong.

Kit=ty=0c6:
x=%X,=1=Cy; x=0=kC,
y=y,=0=C;; y=v,=kC,
Suy ra :

C,=1GC=0,C=0;vaC,=vyk
Phuong trinh chuyén dong chat diém dugc viét :
x=lcoskt; y = (vysinkt)/k
Khtr t trong phuong trinh trén s€ tim dugc phuong trinh quy dao dang

X2 y2
—+ =1
1> viIk?

bay la phuong trinh duong enlip nhan céc truc ox, oy la truc

Thi du 11-4: Con lac toan hoc gém chat diém M c6 khéi lugng m treo vao
diu soi day khong dan va khong trong luong, chuyén dong trong mit phang
thang ding. Xdc dinh phan luc N clia day (hinh
v& 11-5). Cho biét lic diu con lac ¢ vi tri M, va
cd van toc v,

Bai giai :

Xét chuyén dong cta chat diém M. Cédc

Hinh 11.5
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luc tdc dung 1én n6 gébm P va N. C6 thé thiét 1ap phuong trinh vi phan viét duéi
dang toa do tu nhién nhu sau :
ms =—Psing=—-mgsino (a)
V2
m—=—-Pcose+ N =—-mgcoso + N (b)
p
Thay l¢ = s vao phuong trinh (a)

Tadugc: mlp=-mgsing hay : ('p+%sin(p=0

Xét dao dong 1a nho 1ay sing ~ @, ta co

p+k’p=0 (c) Trong d6 : k® :gT

Nghiém téng quét cia phuong trinh ndy 1a : ¢ = Asin(kt + oc)
A, oc 12 hiing s6 duoc xéc dinh bing diéu kién dau cuia chuyén dong .
Dé tim N cin cit vao phuong trinh (b).

Taco:

2

szv

+ Mg Ccos @

¢ _do_dodo_ do

Dé tinh v’ tachi y : = 0—
dt dt do dt do

Thay két qua trén vao phuong trinh ( ¢) ta ¢6 :

('p+%sin(p:0tacé:

do g ..

— =-3sin

Yot
g

odo = —Tcoscp +C
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Hing ¢ dugc xdc dinh tir diéu kién ban dau. Goi géc ban diu va van toc
goc ban dau ka @, va @, ta s€ c6 :

2 2
Q)] \Y
c=-2 —gCOS(pO =—2 —gCOS(po

2 | 217 1

Thay c¢ vao biéu thiic (c) ta dugc :

2 V2
0% =Tgc03(p +|—2° —%COS(pO;

v: =10’ = Vv’ + 2gl(cos¢ — cos ¢,

Cudi cung nhan duoc :

2

N= P(V—(I’+ 3C0Sp — 2C0SP,)
g

Nhu vay phan luc N phu thuoc vao diéu kién ban ddu va vi tri ctia diém M.

K&t qua nay ciing ding cho ca khi dao dong 1a khong nho.
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Chuong 12

CAC PINH LY TONG QUAT CUA PONG LUC HOC

Cic dinh 1y t6ng qudt ciia dong luc hoc 1a hé qua cta dinh luat co ban ctia
Niu-Ton. No6 thiét 1ap méi quan hé giita cdc dai lugng do chuyén dong cua chat
diém hay co hé véi cdc dai luong do tac dung cua luc.lén chit di€ém hay co hé
do6. Cac dinh 1y téng quét cia dong luc hoc cho phép ta nghién citu tinh chat
quan trong cua chuyén dong ma khong can biét chi tiét chuyén dong d6. Vi the
né cho phép ta giai thuan lgi mot s6 bai toan ctia dong luc hoc dac biét 1a bai
todn vé dong luc hoc clia co hé ma néu 4p dung phuong trinh vi phan dé giai thi

s€ gap rat nhiéu kho khan.
12.1. CAC PAC TRUNG HINH HOC KHOI CUA CO HE VA VAT RAN.

Khi khao st dong luc hoc ctia co hé ngudi ta phai dé y dén khai luong cua
ching va su phan b6 khoi lugng 4y trong khong gian. Cac dac trung lién quan
dén phan bo khdi luong ctia co hé hay vat ran 1a khéi tam va mo men qudn tinh.
12.1.1. Khéi tam cua hé

Xét hé N chat diém M, M,,...M, c6 khéi luong m,, m,, ...m . Véc to dinh

vi ching la: T, 7,,....T\.( Hinh 12.1) .Ta c6 dinh nghia sau:

Khoi tam cta hé 1a diém C x4c dinh

bang biéu thifc: z4 M,
) M,/ C
Z mk_’k . /. Mn
FC = ’ rl rC Y
M M
O .
(12-1) >
y
. N X
VM= m,. Hinh 12.1

k=1

Chiéu biéu thic (12-1) I1én cdc truc
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toa do oxyz (hinh 10-1) ta dugc:

N
2 M X,
Xc= k=1
M
N
kkayk
=1
Ye= S — (12-2)
N
kZrnkzk
=1

Trong d6 X, Ye, Zc 12 toa do khoi tam C; x,, y,, z, 12 toa do cha chat diém
thit k trong co hé. Truong hop dic biét trong trudng trong luc hé 1a vat ran khoi

tam s€ trung v4i trong tam cua vat.

12.1.2. M6 men quan tinh cua vat
12.1.2.1. M6 men qudn tinh cua vdt doi véi mot taém

Mo men quén tinh ctia vat d6i véi mot tam ky hiéu 1a J bing tong céc tich
so giita cac khoi lugng ctia mdi chat diém véi binh phuong khoang céach giita
chat diém d6 vé6i diém O (hinh 10-1)

N
J,= > mr? (12-3)
k=1

12.1.2.2. M6 men qudn tinh cua vdt doi voi mot truc

M6 men quén tinh clia vat d6i v6i mot truc z ky hiéu 1a J, bang téng cic
tich khoi lugng m, clia mdi chat diém trong vat v6i binh phuong khoang céch d,
tlr chat diém dén truc (hinh 12-1).

N
J,= Y md; (12-4)
k=1

Goi toa do cdc chat diém M, trong hé toa do oxyz 1a x,.y,, z, thi mo men
quéan tinh ctua hé d6i véi cac truc toa do la ox, oy, oz va doi v6i goc toa do O viét

duoc:



-150-

J = ka(Yﬁ +Zi);
Jo=Y m, (X; +2p);
J,= Y m, (Yi +Xg); (12-5)

Jo= My =2 m (Xy + Yy +24).

Tu do suy ra:

S+ I, +1,=1,. (12-6)

Trong k¥ thuat ta tinh m6 men quan tinh cua vat déi véi mot truc theo
biéu thric:

J,=M.p?

M Ia khoi luong ctia vat, p goi la ban kinh quan tinh cta vat véi truc z.

12.1.2.3. M6 men qudn tinh cia moét so vdt dong chiit

- Vat 1a mot thanh mong dong chat

Goi chiéu dai cta thanh 1a 1, khoi lugng ctia n6 1a M. Chon truc Ax doc
theo thanh (hinh 12-2).

< e , Y

Xét mot phan tu cua thanh cé

chiéu dai dx & vi trf cich A mot doan
A m, B
Xg, €6 khoi luong dm = p,.dx & day ~— ————— S et
p, la khéi lugng riéng trén mot don X d,
vi chiéu dai cta thanh p = M/I
Hinh 12-2

Biéu thitc m6 men quén tinh A .
cta thanh 1dy doi véi truc Az vuodng goc véi X
thanh tai A 1a: T

L dx
J, = j'xzdm—p J‘IXZdX—pE—EI\/”Z
Az 0 1 0 3 3 B C
X

(127)

Hinh 12.3
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- Vat 1a mot tam phang hinh chir nhat (hinh 12-3)

Goi cdc canh cia hinh 12 a, b, khoi lugng clia tam phang 1a M. Chia hinh

thanh nhi€u giai nho song song véi truc o mdi giai c¢é bé rong 1a dx, c6 mo men
pe yd A 2, N 1 2 ~
quén tinh doi v6i truc Ax 1aJ, = 3 m,a“(theo hinh 12-3)

Trong d6 m, 1a khoi lugng ctia giai dang xét.

Mo men quan tinh cua ca hinh déi véi truc A, 1a :

1= :Zlmka2 :laZka,
kel k1 3 3 a
1.,
J = -a’M (12-8)
3
Tuong tu suy ra:
1, A
J,=b’M (12-9) y R

- Vat 1a mét vanh tron dong chat

Goi ban kinh va khéi luong cua vanh 1a R va C
M. Tinh m6 men quan tinh ctia vanh do6i véi truc
Cz vuong géc véi mit phang clia vanh va di qua

tam C. (hinh 12-4). Hinh 12.4

Ta co:

Il
LN
Il
N

J,=R?*> m, =MR%. (12-10)

Cong thitc (12-10) ciing dung dé€ tinh mo

men quan tinh ctia mot ong truc tron dong chat doi

V6i truc cua no. Hinh 12.5
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- Vat 1a mot tam phang tron dong chat

Goi ban kinh va khoi luong clia tim 1a R va M. Ta c¢6 thé tinh m6 men
quan tinh doi véi truc Cz ky hiéu 1a J_, va m6 men quén tinh doi véi truc Cx hay
Cy tring v6i dudng kinh cua né ky hieulaJ,, J,.

Chia tdm thanh nhiéu vanh nho cung tam C ban kinh méi vanh thi k 1a r,.

Bé rong cua moi vanh thi k 1a dr,. Khéi luong cuia 16p vanh thi k 1a

m, = p.27.r.dr,

Trong d6 p 1a khoi lugng riéng cua tam trén mot don vi dién tich p =

Theo cong thic (12-10) m6 men quan tinh cua 16p vanh thit k nay doi véi
truc Cz viét duoc.

JE =mr?=2np.r, dr,

Mo men quan tinh cta ca tdm doéi véi tuc Cz viét dugce:

hay: J_, = IOR 2mpridr, =%npR4.

Cudi cung ta co6:

1

ch:_
2

MR? (12-11)

Dé tinh J, va J, ta c6 nhan xét moi di€m cua tdm c6 z, = 0, vi thé theo

(12-5) viét duoc:

n n
Jox = ka(yi +Zﬁ)=zmk)/ﬁ;
k=1 k=1
§ 2 2 . 2
Joy = ka(xk +Zk)zzmkxk;
k=1 k=1
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ch: ka(xi + yi)
k=1

Tl céc bi€u thifc trén suy ra trong trudng hop nay:
Joo =Tt 1y

Do d6i xting nén su phan bo khoi lugng ctia tdm doi véi truc cx va cy hoan

toan nhu nhau. Ta co:
Ja =Ty = J. 2= MR?/4. (12-11)

Cong thitc (10-11) cling c6 thé tinh mod men quén tinh cho vat 12 mot truc
tron dong chat d6i véi truc clia no.
12.1.2.4. M6 men qudn tinh déi voi cdc truc song song.

-Dinh Iy Huy-Ghen: M6 men quan tinh ciia mot vat doi véi mot truc z,
nao d6 bang mo men qudn tinh ctia né ddi vdi truc z song song véi truc z, di qua
khoi tam cta vat cong véi tich khoi luong cua vat véi binh phuong khoang cach

gilta hai truc.
J, =1, +Md* (12-12)
Chitng minh:
Theo dinh nghia J,; = > m,d'} (a)

K¢ truc cz song song véi z, va di qua khoi

tam ¢ (hinh 12-6)
Ta co:
d'? =d?+d?- 2d,dcosa,.

Goi toa do cua diem M, 1a x,, y,, 7.

X, = d,cosa, suy ra:

d2=d2+d*-2dx,

Hinh 12.6

Thay két qua vao biéu thic (a) s& dugc:

T, =Y m(d’ +d* - 2x,d) = > md> +> md* - 2> mydx,),
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trong d6: > 'md,* =17,

> md*=Md* con D mdx,=d> myx, = dMxc

Do gdoc toa do trung véi khoi tdm ¢ nén x. =0.

Do d6: Y mdx, =0 Cuéicing duge: 7T, =T, +Md™
Dinh 1y da duoc chitng minh.

12.2. PINH LY PONG LUONG VA PINH LY CHUYEN PONG CUA
KHOI TAM

12.2.1. Pinh ly dong luong
12.2.1.1. Pong luong cua chdt diém va clia hé
Dong lugng ctia chat diém 1a mot dai lugng véc to ky hiéu 1a k béng tich

gifta khoi luong va véc to van toc clia chat diém.
K=mv. (12-14)

Pong lugng cha hé 1a dai luong véc to ky hieu K bing tdng hinh hoc

dong lugng céc chat diém trong hé.

—

K=Y k=3 mv,. (12-15)

k=1 k=1

Pon vi do dong lugng 1a kgm/s

Ta ciing c6 thé biéu dién dong luong cta hé qua khoi lugng va van t6c
khoi tam cua hé.

Tu (12-1) suy ra:

dm i =MT..

Pao ham hai v€ theo thoi gian nhan duoc:

dm v, =MV,

Dong luong cua hé bang tich gitta khoi luong va véc to van tdc khoi tam

cua hé.
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12.2.1.2. Xung luong cua luc (xung luc)
Luc tac dung trong mot khoang thoi gian nhd bé dt thi dai lugng véc to do
bang tich gitta luc v6i khoang thoi gian vo ciing bé d6 1a xung luong phan tir clia

lyc Eky hieu 1a ds = F.dt. (12-17)

Néu luc F tdc dung trong khoang thoi gian hitu han tir t, dén t thi dai
luong véc to tinh bang tich phan cdc xung luc phan tir trong khoang thoi gian dé

goi 1a xung lugng ctia luc F trong khoang thoi gian tir t, dén t va ky hiéu la §.
s = [ ds= Fdt (12-18)
to to

Theo (10-18) néu luc F = const thi:

S=F.1

odayt=t-t,

12.2.1.3. Dinh ly dong luong
Pinh 1y 12.1: Dao ham theo thoi gian dong luong clia chat diém bang hop

luc cdc luc tdc dung 1én chat diém.
d, . _v&
—(mv) = 2R (12-19)

Ching minh: Xét chat diém c6 khoi lugng m chuyén dong véi van toc v

du6i tdc dung ctia hé luc (F,, F,,... F,). Phuong trinh co ban viét cho chat diém:
— n —
mW= > F,
i=1

—

¢\ 0
Thay W = pr vao biéu thuc trén s€ dugc:

mW= L my)-3F
dt i-1

Dinh 1y dugc ching minh.

Biéu thitc (12-19) thuc chat 1a phuong trinh co ban viét dudi dang dong

luong cho chét diém.
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Pinh 1y 12.2: Bién thién dong luong cia chét diém trong khoang thoi gian

tlr t, dén t, bang tong hinh hoc xung luong cla cdc luc tic dung Ién chat di€ém

trong khoang thoi gian dé.

Fdt=Y8, (12-20)

Tich phan hai v&€ phuong trinh nay tuong ting véi cac cn tai t, va t, sé co:

mvl

d(mv) = | ”kzl E,dt :ki_l “Edt;

Dinh 1y da duoc chitng minh.

Pinh 1y 12.3: Pao ham theo thoi gian dong luong cua hé bing véc to

chinh cua cac ngoai luc tic dung 1én hé.

dK Y
t

F. (12-21)

e
1

Ching minh: Xét hé gobm N chat diém. Ky hiéu hop ngoai luc va hop noi

luc dat 1én chat diém thi k 1a Fy, va F,.
Phuong trinh co ban cuia dong luc hoc viét cho chét diém d6 1a:
m( W,) = F +Fy (a)
Viét cho N chat diém ctia hé ta s& ¢6 N phuong trinh (a) nghia lak = 1..N

Cong vé€ véi v€ ctia N phuong trinh trén véi nhau ta sé dugc:

F,

M=z

Fe +
1

kaWk =

N .
k=1

N
k=

~
I

1

Theo dinh luat Niu Ton céc luc tic dung tuong hdé bang nhau vé do 16n,
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cung phuong nhung ngugc chiéu vi vay téng hinh hoc cdc noi luc ( cic luc tac

dung twong hé cua cac chat diém trong hé¢) luon luon bang khong.

Tacé: D Fy=0

k=1 ko1
N N dv, o ~ d -
Thay kaWk =ka—=zmka =—K,
k=1 k=1 dt & dt
d - N
Tacé: —K=>F,
dt k1

Dinh 1y da duoc ching minh.

Dinh ly 12.4: Bién thién dong luong cua hé trong khoang thoi gian tur t,

dén t, bang tong hinh hoc xung lugng céc ngoai luc tic dung lén hé trong

khoang thoi gian do.

N —

ki-ko=>.S (12-22)
k=1

Chtng minh:

Tu phuong trinh (12-10) suy ra:
— N pndd
dk = Y F.dt
k=1

Tich phan hai v€ biéu thiic nay tuong ng véi cac can tai thoi di€ém dau va
cuoi sé duoc:

k1 t1 = 1=
.[ko dk = J-to z erdt - Z:J-to erdt ;
K-k, =35,
Dinh 1y da duoc chitng minh.

Chy y rang cdc biéu thic (10-19); (10-20), (10-21) va (10-22) 1a céc bi€u
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thitc véc to, néu chiéu cdc bi€u thitc nay lén ba truc toa do oxyz ta s& dugc cac
biéu thitc hinh chiéu tuong ting phan 4nh su bién thién dong luong cta chat diém

va hé theo huéng cic truc toa do.
Dinh luat bao toan dong luong ctuia hé
Tu biéu thic (12-21) suy ra:
Khi > 'F,. =0 thi K = const.
Khi > X, =0 thi K, = const.
Nghia 13 khi véc to chinh clia ngoai luc hodc tong hinh chi€u cua cdc

ngoai luc 1én mot truc nao dé bang khong thi dong luong cuia hé hodc hinh chiéu

dong luong ctia hé 1én truc d6 bao toan.

Cuoi cung chu y ring trong céc bi€u thic khong ¢6 noi luc diéu nay chiing

t6 noi luc khong c6 tdc dung lam thay déi dong luong clia mot hé.

Thi_du 12-1: Mot hat ngii coc c6 trong lugng P truot trong ranh nam

nghiéng mot goc o so véi phuong ngang. Bié€t hé s6 ma sat giita cac hat va ranh
la f, van toc ban dau cua hat 1a v,. Tinh xem sau bao lau thi van toc¢ hat tang 1én
gap doi. (hinh 12-7)

Bai giai
Xem hat nhu mot chat diém. Luc tac dung

lén hat gom trong luong P, luc ma sat F__ va

phan luc phéap tuyén N.

Viét bi€u thic hinh chiéu 1én truc ox cla

dinh 1y dong luong ta co:

Hinh 12.7

. . t .
mX, —mx, => x; = [ (Psino—F, )dt
X, =V, X,=V,; F,=P.coso.f ta co:

mv-mv, = (Psino-fPcosa)t.

Khi v = 2v, thi thoi gian can thiét la:
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mv \Y

t: 0 0

mgsin o —fmgcoso. g(sino—f cosa)

Thi du 12-2: Nu6c chay ra tir mot voi véi van toc u = 10m/s va dap thiang
g6c vao mot tudng chan (hinh 10-8). Pudng kinh miéng vdi d = 4cm. Xdc dinh
ap luc cua nuéc lén tuong. Lay khoi luong

riéng cuia nudc 1a p = 1000kg/m’
Bai giai:
Xét chuyén dong cua khoi nudc aabe

(xem hinh v& 12.8). Ngoai luc tic dung lén

hé gom:

Trong luong P, hop luc cua ap luc tai

mit cat cua khoi nuée va ap luc do phan luc

Hinh 12.8

ctia tuong lén nudc.
Theo biéu thitc (12-22) ta ¢6:
klx - kox = Zskk (a)

Gia thiét sau thoi gian t, khoi nuéc chuyén dén vi tri a,a,b,c,. Tl hinh vé&
ta thady phan nuéc c6 anh hudng dén su bién déi dong luong cta khoi nuée lén

phuong x 12 phan nim trong doan aa,. Vi vay c6 thé thay:
klx - kox = -mu
& day m 1a kh6i luong ctia phan nuéc nam trong doan aa,

_lTEdZ
=4 4

m ut,

Con Y 'S, 1a xung luc cua cdc luc tic dung l1én khoi nude theo phuong x.
Néu goi cac hop luc theo phuong x nay 1a R, ta sé c6:
DS =Rt =Rt,.

Thay vao biéu thic (a) cic két qua tim dugc s& co:
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mu = Rt,

R =
Nhu vay ta tim duoc 4p luc cia nude 1én tuong cling bang R = 12,8kN c6

phuong vuong géc vai tudong theo chiéu huéng vao mat tudng

12.2.2. Pinh ly chuyén dong cua khoi tam
- Pinh 1y 12.5:Kh6i tam cta hé chuyén dong nhu mot chat diém mang

khéi lugng cua ca hé duéi tic dung clia luc bing véc to chinh cia hé cédc ngoai

luc tdc dung 1én hé.
(12-23)

i-1
2 ...my chuyén

Ching minh: Xét co hé N chat diém c6 khoi lugng 12 m,, m,,
.. Fxe VA he cdc noi luc F,, o,

dong duéi tic dung cua hé ngoai luc F,,, F,,
Fx 0 day F,, va F_la hop luc cha ngoai luc va noi luc tdc dung lén chat di€ém

thu k.
Phuong trinh chuyén dong viét cho hé 1a

S mW i +SF
k4 k=1 k=1 k

Mat khac tir cong thic xac dinh khoi tdm ctia hé ta c6

Lay dao ham theo thoi gian hai vé duoc:

n dZF er n - -
>, my =M ¢ hay > mW,=MW_
k4 dt dt k4

Thay vao bié€u thic (a) & trén va luu y ring > F,; =0 ta ¢
]

~ n
MW, =>F,
k=
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Dinh 1y dugc ching minh.

Tur phuong trinh véc to (12-21) khi chi€u 1én cac truc toa do oxyz ta dugc

phuong trinh vi phan chuyén dong ctia khoi tam viét dudi dang sau:

X —nzx ; MdZYC—nzY ; MdZZC —nzz (12-22)
a2 i@ a2z g a2 g _

- Dinh luat bao toan chuyén dong ctia khoi tam:

Tu biéu thic (12-21) suy ra:
n

Néu > F, =0 thi W, =0 va v, = const.
k2

Nghia 1a: néu véc to chinh cta cdc ngoai luc tic dung 1én hé bang khong
thi chuyén dong khoi tAm cuia hé duoc bao toan. Pay 1a dinh luat bao toan

chuyén dong ctia khoi tam.

Tuong tu tir biéu thic (12-20) suy ra:
n

Néu > X, =0 thi W =0 va v, = const.
k2

Nghia 1a néu téng hinh chiéu cdc ngoai luc tic dung lén hé Ién mot truc x
nao do6 bang khong thi chuyén dong ctia khoi tam theo truc x d6 duoc bao toan.

Day 1a dinh luat bdo toan chuyén dong ctia khoi tAm theo mot truc.

Chd y trong cdc dinh 1y vé chuyén dong cua khoi tam khong dé cap dén
noi luc vi vay c6 thé két luan noi luc khong lam thay doi chuyén dong ctia khoi

A

tam.

Sau day 12 mot vai vi du van dung dinh 1y chuyén dongcta khoi tam va
dinh luat bao toan chuyén dong ctuia khoi luong.

Thi du 12-3:

Trong tam phan quay cua dong co dién dat 1éch tam so véi truc quay A

mot doan AB =a. Trong lugng ctia phan quay la P, trong luong ctia vd dong co
(phan khong quay) 1a Q. (hinh 12-9)
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Tim quy luat chuyén dong cta phan vo dong
co trén san nam ngang. Cho biét van téc goc
w cta phan quay khong doi. Néu ta c6
dinh vé dong co trén san bang bu 16ng D thi
luc cat 1én bu 1ong duoc xdc dinh nhu thé nao.
Coi ma sat gitta nén va dong co khong dang
ké.

Bai giai:

1. Khi dong co dé tu do trén san. Ngoai

luc tdc dung gom trong lugng P va Q cua

dong co, phan luc phap tuyén N cua san 1én

Hinh 12.9

dong co. Cac luc nay déu vuong géc véi san nén co:

>X, = 0. Theo dinh luat bao toan chuyén dong cia khéi tam ta c6

Vv, - const. Lic dau dong co ding yén nén suy ra X, = const.

OoX =

Chon hé toa do sao cho khi & thoi diém t nao dé goc quay @ = ot con céc

di€ém A va B ¢6 céc toa do tuong ting sau:
X, = X; Xg = X + asing.

Qx+P(x+asin(p)_0
Q+P

ta co: X =

Hay: Qx + Px + Pasing =0

P.assino

Suyrax =
g P+0Q

Day chinh 13 phuong trinh chuyén dong dao dong ngang cua vo dong co

trén san quanh vi tri ban dau.

2. Khi c6 dinh dong co trén san bang bu long D.

Goi R, 1a luc cit bu long theo phuong ngang ta ¢ phuong trinh vi phan

chuyén dong ctia khoi tam:
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2
d X,
dtz
&day : x. = QX , +PXg

Vi vo dong co cd dinh nén x, = const = 0 coOn Xy = asing.

Ta c6:
d’x. p
=M—=C= tQ an’ sin ot;
dt g P+Q
R, = _anz sin t;
g

bay Ia luc do bu long tac dung 1én dong co, ngugc lai dong co cling tac

dung mot luc cat bu long bang tri s6 nhung nguoc chiéu véi R

Luc cit nay s& 16n nhat khi sinot = 1 va bing Pan?/g, tuong tng véi géc

quay ¢ =90°.

Thi du 1 2- 4: Tay quay AB c (,) s /_/// /////g////d
ol B
[ IrD a
Y

Q

S

PR,

chiéu dai r c6 trong luong P quay

déu véi van toc géc ® va truyén

chuyén dong cho cu lit gin lién véi G

pft tong D cd trong llI()’l’lg chung 1a T
G. Pit tong D chiu tac dong luc Q Hinh 12.10
theo phuong ngang (hinh 12-10). Xac dinh phan luc R, 1én goi d& A theo phuong
ngang. Cho biét khoang céach tir trong tam chung cua culit va pit tong dat cach cu
lit mot doan a.

Bai giai:

Xét co hé gom tay quay AB va cum cu lit pit tong. B6 qua ma sat & cac
mat truot, ngoai luc tic dung 1én hé gém : trong lugng P va G, phan luc tai goi

dd R ,. Cdc phan luc phdp tuyén & mat truot N,, N, va luc Q. Cic luc P , G,
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N,, N, vuong géc v6i mit ngang nén phuong trinh vi phan chuyén dong khoi

tam cua hé theo phuong ngang viét dugc:

d?X, Yl
M e =R, -Q, 0 day: Mx, = m,Xx, + m,X,,
r G
m,=—, X;=—-Cosmt ;0 m, = —; X, = a rcosmt
g 2 g
Pr
Suy ra: Mx_ = ——Co0S ot +E(a + r cos wt)
g2 g
N .« 2 P dzxo
Thay vao biéu thic ta dugc: R, =Q+M e ;
ro® P
Hay : R,=Q- (E + G) cos wt.

DPay chinh la phan luc theo phuong ngang tai géi d& A. Phan luc nay c6 tri
s0 cuc dai bang:
ro> P : 0
RX=Q+—(§+G) khi ¢ = ot= 180
g

12.3. PINH LY MO MEN PONG LUONG

Trong phin nay sé khao sat mdi quan hé gitta dai luong do chuyén dong
quay la momen dong luong vé6i dai luong do mo men luc.
12.3.1. M6 men dong luong

Mo men dong luong ctia mot chat diém 14y doi v6i tam O hay d6i vdi truc
z 1a dai lugng ky hiéu 1, hay 1 bing mo men ctia véc to dong luong chat diém ay

lay doi v6i tam O hay truc z d6. Ta c6:
I, =m, (mV) = Fxm.v; (12-23)
[, =m,(mV)=+m.v'h (12-24)

Trong cac biéu thitc (12-23), (12-24) thi m 1a khoi lugng, V 1a van t6c
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chat diém, v' 12 hinh chiéu clia Vtrén mat phiang vuong géc véi truc z. Biéu thiic
(12-24) 1ay dau + khi nhin tir chiéu duong cua truc z s€ thiy v' ¢6 chi€u quay
vong quanh z theo chi€u nguoc chiéu kim dong ho va 1ay ddu - trong truong hop
nguoc lai.

Tuong tu nhu moé men luc dé dang suy ra rang:

L] =[m, (mo] =m,.mv)=1,.

Nghia 1a: hinh chi€u trén truc z véc to mo6 men dong luong cuia chat di€ém
14y doi v6i mot diém trén truc bing moé men dong luong cia chat diém doi véi
truc do.

Néu biéu dién mo6 men dong luong cua chat diém d6i vé6i 3 truc toa do

oxyz la ham theo toa d6 va hinh chi€u cua cac toa do lén cac truc ta co:

—

] k
I=m . (MV) =Txmyv =|x y zZ|=m(yz-zy) i +m(zx-xz) j+m(xyx)K
mx my mz

=L+l j+1, k. Suyra:

I, = m(yz-zy);
1, = m(zx-xz); (12-25)
1, = m(xy- yx).

Doi v6i mot hé ta ¢6 cac dinh nghia sau:

M6 men dong luong cua hé d6i v6i mot tAm hay mot truc 12 tdng mo men
dong luong cla cac chat diém trong hé 1ay do6i vé6i tam hay truc dé. Ky hiéu mo

men dong luong cua hé doi véi tam O va doi truc z1a 1, va l, ta co:

I,=>m (mv,)=7xmv (12-26)
k=1 =1

n n n
L=Ym(myv,)=Y1l, = +mkv, (12-27)
k= ksl k=
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Khi hé 1a vat ran quay quanh mot truc z v6i van toc goc o (hinh 12-11) ta

1, = £r’,mo.

Goitw=w,taco:
— 2

lkz =1 m@,.

Thay vao biéu thiic (12-27) ta co6:

n n n
L, => L, =) rfumo,=o, Y mr.
k=1 k=1 k=
n
Thay Y m,r?, =], ta duoc: Hinh 12.11
)
J,=1,. o,

Thudng ngudi ta chon huéng duong cua truc quay dé o, = o khi do6 ta cé:
l,=J,.» (12-28)
12.3.2. Pinh ly m6 men dong lugng

Dinh 1y 12-6: dao ham bac nhit theo thoi gian m6 men dong lugng cta

chat diém lay d6i v6i mot tam hay doi véi mot truc bing téng hinh hoc hay
tong dai s6 mo6 men cuta cic luc tdc dung lén chat diém 14y d6i vé6i tam (hay truc

d6).

9 mv)=3m F): (12-29)
dt i=L
Emz(m\*/):imz(lfi); (12-29)
dt i=L

Ching minh: Gia thiét chat diém chiu tdc dung ctia cdc luc: F, F,,.. F

n -

Phuong trinh co ban cua dong luc hoc viét dugc:

mW=SF .

M::

N



Ta c6 thé bién déi thanh: S0MY)

_SF.

Nhan hitu huéng hai vé€ biéu thic trén v6i véc to dinh vi ¥ néi tir tam o t6i
chét diém va luu y rang:

—

dr o . - o - .
Exm.v:vxmv:o va rxm V= m (m V) taco:

dmv) df ___ d L
z F
dt dt dt dt (rme) i1 I'

Biéu thic (12-29) da duoc ching minh.
Chiéu bi€u thic (12-29) 1én truc z ta s& duoc biéu thic (12-30).

Dinh 1y 12-7: dao ham theo thoi gian mé men dong lugng cua hé doi véi

mot tAm hay mot truc bing téng moé men clia cac ngoai luc tic dung 1én hé doi

v6i tam (hay truc do).

dET =i_ J(F); (12-31)
d- o -
p | _kz:lmz(er), (12-32)

Ching minh: Xét co hé ¢6 N chat diém. Tach mot chat diém thi k dé xét.
Goi my, V, la khoi luong va van toc clia né; goi F,,, F,. 1a noi luc va ngoai luc

tac dung lén chat diém. Ap dung biéu thitc (12-29) cho chat diém nay ta c6:

a Iok = Ifﬁo(l_:’ki)_k IFho(l_:’ke)'

Cho k tir 1 dén N ta dugc hé phuong trinh dang trén. Néu cong vé€ vGi vé
hé phuong trinh trinh trén ta dugc:

N d - N L N L

;d_ l(z_lmo(Fki)+l§1mo(er)'

trong do:
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cudi cung dg kzli: ( )

Ta da chitng minh duoc biéu thic (12-31)

Chiéu biéu thiic (12-31) 1én truc z s& dugc biéu thitc (12-23).

Dinh ly 12-7 da dugc chitng minh.

Chii y: Noi luc khong c6 trong dinh 1y 12-7 nén c6 thé noéi ring noi luc
khong 1am thay d6i mo men dong lugng cua hé.
12.3.3. Dinh luat bao toan m6 men dong luong

Tu bi€u thiic (12-31) va (12-32) ta thdy

khi X m (F,.) =0 thi [, =const
n

khi > m (F,.) =0thi |, = const
k2

DPiéu nay c6 thé phat biéu thanh dinh luat goi 1a dinh luat bao toan mo
men dong luong ctia hé nhu sau:

Néu téng mo men cic ngoai luc tac dung Ién hé 14y d6i v6i mot tam o hay
véi truc z bang khong thi mo men dong lugng clia hé v6i tim o hay doi véi truc z
d6 duoc bao toan.

Thi_du 12-5: Mot dia tron dong chat trong luong P ban kinh R quay

quanh truc cz thiang ding dat vuong géc véi dia. Trén vanh dia c6 mot vién bi
trong lugng Q. Tai thoi diém dau t, = 0 vién bi ding yén trén dia quay vé6i van
toc ,. Tinh van t6c o cha dia tai thoi di€ém vién bi chuyén dong twong d6i so véi

dia véi van toc u. (xem hinh 12-12)

Bai gii: Xét hé gom dia va vién bi.
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Ngoai luc tac dung Ién hé gom: trong lugng P, phan luc tai cdc 6 truc R ,,

Dic diém cta céc luc nay c6 Xm (F, ) =0

Do d6 m6 men dong lugng cta hé dugc bao

toan. Taco: 1 =10,

o day:
LO=] o, + 9Rz(oO = (ER2 +9R2)ooO
29
Con:
Hinh 12.12
LO=  Jo, o+ 9(Ru +R%’0,) =
g
iRzool +9(UR +R%m,)
29 g
Suy ra:
(ERZ +9R2)wo :iRzm1 +9 (UR + chol)
29 9 29 g
Hay: o, = o, —LE
(05P + Q)R

Van t6c géc cua dia tai thoi diém t, nho hon van t6c ban dau. Van toc nay
cang nho khi van téc u cua bi cang 16n.

Vi du 12-6: Toi nang hang gom tréng toi ban kinh r, trong luong P, trén
nd c6 cudn 16p day cap. Pau cua diay cap moc vao vat c6 trong lugng Q. Bé qua
khoi lugng cua day, bo qua ma sat. Xac dinh gia toc trong toi khi vat nang roi

xuong thang dimg. Biét ban kinh qudn tinh clia trong toi 1a p. (Hinh 12-13).

Bai giai:
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Xét co hé gom trong toi va vat nang.

Céc ngoai luc tac dung 1én hé gébm trong luc P,

Q vaphanluc R,

Chon chiéu duong cla truc quay oz huéng vao

mat sau hinh veé.

Ap dung dinh 1y mé men dong luong ta cé:

dl, _ _ B, _
dt :sz(er):mz(P)+mz(Q)+mz(Ro)
3 day ta c6: Hinh 12.13

1, = 1(trong) +1 (vat) = J o+ Q r(ro).
g

L=(Cp2+ ey
g g

m,(P) = 0; m,(Q)=rQ;  m,(R,)=0.

Thay vao biéu thic ¢ trén ta co6:

d, d(P ) grzjmer.

_ - | — +

dt * dt gp g

Suy ra: 8=d—w=%
dt  Pp°+Qr

12.4. PINH LY PONG NANG

12.4.1. Pong nang

Dong ning cla chat diém 1a mot dai lugng vo huéng ky hiéu t bang nia

tich so giita khoi lugng va binh phuong van t6c cta chét diém do:

1
t=—mv>
2

(12-33)
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Dong niang cua hé 1a mot dai luong vo huéng ky hieu T bang tong dong

nang cua tit ca céc chat diém trong hé do:
N l 2
T= zamkvk (12-34)

Khi hé 1a mot vat ran c6 thé xac dinh dong niang trong mot s6 trudng hop
sau day:
12.4.1.1. Vit rdn chuyén dong tinh tién

Vi moi diém trén vat déu c6é van téc nhu nhau va biang van téc khéi tam

nghia la v, = v.. Do do:

N 1

T= %mkv2 =EVZka:§MV§ (12-35)

C C

N
k= k=1

1
Pong niang clia mot vat rdn chuyén dong tinh tién bing nira tich khoi
luong cta vat véi binh phuong van toc khoi tam.
12.4.1.2. Vit ran quay quanh moét truc co dinh
Nhu da biét trong dong hoc, van t6c mot diém trén vat bing v, = 1,.o
trong do 1, 1a khoang cach tir chat diém thit k dén truc quay con o 1a van toc goc

cua vat. Ta co6:
1N 13 1 N
T==>myv;=>Ymrlo’= =0y m,.r’
2ia 2ia 2 i

N
Thay > m,r?=1J, 1a m6 men quin tinh cta vat d6i véi truc quay z ta
k=1

duoc:

T= %J o’ (12-36)

z

Dong ning clia vat ran quay quanh mot truc bang nira tich gitta mo men
quan tinh cua vat doi véi truc quay va binh phuong van téc goc.
12.4.1.3. Chuyén dong song phdng

Nhu da thdy trong dong hoc vat ran chuyén dong song phing luén luén cé

thé thay thé bing chuyén dong tinh tién cta vat theo khoi tAm C va chuyén dong
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quay quanh khoi tam C. Néu goi van toc khoi tam 1a v, va van téc goc cua vat la

® dé dang tim dugc:
T= %Mvi + %chz (12-37)

trong d6 M 1a khoi lugng cua ca vat, J. 1a mo6 men quan tinh cua vat doi
VGi truc quay qua khoi tam C.

Pong nang cla vat ran chuyén dong song phiang bing dong ning clia né
trong chuyén dong tinh tién theo khéi thm cong vdi dong ning clia nd trong
chuyén dong quay quanh truc di qua khoi tam
va vuong géc v6i mit phang co sb.

12.4.2.1. Cong nguyén to cua luc F (vi phdn

cong) M
) 1
Cong nguyén to cua luc F khi diém dat

di chuyén mot doan vo cing nho ds la dai

. , O
luong vo huéng ky hiéu dA bang tich giita y
hinh chiéu F; cua F 1én phuong tiép tuyén véi X /
vi phan do6 doi ds.
Hinh 12-14

dA = F.dS

Thay F.= Fcoso

ds = vdt

ta c6: dA = F.v.cosadt

Vi F.v.cosa = F.V nén

dA =F.V.dt= E.d7. (12-39)

Néu goi X,Y,Z 12 hinh chi€u cua F va dx, dy, dz 1a hinh chi€u ciia d¥ Ién

céc truc ta co thé viét:

dA = Xdx + Ydy + Zdz (12-40)
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12.4.2.2. Cong cua luc trén quang duong hitu han
Khi diém dit cua luc F di chuyén trén mot quiang dudng hitu han thi cong
cta luc F 1a mot dai lugng vo hudng ky hiéu A bang tich phan cong nguyén t6

cta luc trén doan duong M M, d6
Aviontt = Jyus 8A (12-41)
Don vi dé tinh cong 12 jun ky hiéu 1a J.
J = Niu ton x mét
Sau day tinh cong cua mot s6 luc thuong gap

- Cong cua trong luc

7 MI(XO’YO’ZO)

xét mot chat diém M c6 trong luong P )
doi choé theo duong cong C trong khong gian. ©) P
Néu chon hé toa do c6 truc oz thang diing thi M, (x,.y:.2,)
trong luong P s& c6 cac hinh chiéu la: l P

O

X= O, Y = O, /= -P (hil’lh 12-15) / y

) X

Ap dung cong thitc tinh cong ta co6:
Avon = JAA=[  (Xdx + Ydy + Zdz) = Hinhl2-15

MOM1

z1
= [ - Pdz=P(zyz,) = +P.h (12-42)
z2

O day h 1 hiéu do cao diém ddu va diém cudi clia quing dudng do, 14y
dau + khi vat chuyén dong tir cao xuong thap va ldy dau (- ) khi vat chuyén dong
tir thap 1én cao.

Tu biéu thic (12-42) ta thiy cong cua trong luc khong phu thuoc vao quy
dao ma chi phu thudc vao do cao cua di€ém dau va diém cudi.

- Cong cua luc dan hoi tuyén tinh

Cac luc dan hoi tuyén tinh (luc dan hoéi 10 xo, luc dan hoi cta cdc thanh

chiu u6n, xoin) dugc tinh theo biéu thiic :
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z
F=-cT M,
M
Trong doé c 1a hé so ty 1é dugc goi 1a hé M,
s0 ciing, con F 12 véc to dinh vi ciia chat diém v
NN [
so v6i tam cua luc dan hoi (hinh 12-16). o
Cong cua F, trén doan dudng MM, ¢6 < / y
thé viét :
Hinh 12-16
Aniomi =
[dA= [Far = - crar S Td(ry?
= [Fdr=|-crdr=[d(r)*.
MOM1 ro ro 2 ro
c't c C
Ayomi = jd(r)z =_(rf=15) = (s —17) (12-43)
2 2 2

Neéu goi A l1a do bién dang cua 10 xo va chs y rang luc dan héi c6 chiéu
nguoc v6i chiéu chuyén dong cong cua luc dan hoi 10 xo tir vi tri chua bién dang

dén khi da bién dang la:
A=-2o2,
2

Nhu vay cong cua luc dan hoi tuyén tinh
khong phu thuoc vao dang qui dao ma chi phu
thuoc vao vi tri diém dau va diém cudi cua

chuyén dongva luon c6 dau am .

- Cong cua luc dat lén vat ran chuyén

dong quay quanh mot truc ¢6 dinh (hinh12-17).

dA =F,.dr = F.dr.cosa = Fcoso..r.de

Hinh 12-17

dA = m,(F)de (12-44)
trong d6 m(F) = F.cosa.r = F.r 12 m6 men cua luc F d6i véi truc quay z.

- Cong cua luc F tdc dung l1én diém M thuoc vat ran chuyén dong song
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phéng (hinh 10-18)
Theo dong hoc ta c6: vy = vV, + V,,, né€u vat cé van toc goc la o thi :
V=V, + ©.X.T VG F= AM.
Thay vao biéu thic tinh vi phan cong ta dugc:
dA = F.V.dt = Fv,dt + F(oXr)dt.
dA = F.d7 + o(fxF)dt ; -
=F.d7 + m, (F). ®dt
Néu goi géc hgp boi gitta m,(F) véi truc quay
la o thi
Hinhi2-18
m,(F)® = m ,(F) . ®.cosa.
Hay m,(F)cosa = m,(F) ta duoc:
dA = Fd7, + m,(F).do.
Véi do = odt.

Trong truong hop chon cua A trung véi khoi tam C ta duoc:
dA = E.dF . + m (F)do. (12-45)

Cong cia luc tdc dung lén vat rin chuyén dong song phang bing téng
cong nguyén t6 cta luc dé trong chuyén dong tinh tién theo khoi tam va cong
nguyén t6 cua luc d6 trong chuyén dong quay
quanh truc di qua khoi tam va vuong géc véi mat

phéng co s6.

- Cong cua lwc ma sat:

Poi v6i ma sat truot do tinh chat cua luc

ma sat 1a can lai su truot, dé dang tinh:

Hinh 12-19

dA =-F__.ds (12-46)
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D6i v6i ma sat 1an, mo men ma sat M, chong lai su chuyén dong lan ctia

vat nén cling tinh dugc :
dA =-M, do (12-47)
Nhu vay cong cua luc ma sat 1a nhitng cong am.
- Cong clia cac noi luc trong vat ran

Xét hai chat diém M, M, c6 céc luc tac dung tuong hd 1a F, va F,,. Cac
luc nay hudng theo dudng M,M, va ngugc chiéu nhau F,, = - F,,. Téng cong

nguyén to cua hai luc nay la:

dA,'+dA,' = F,dF, + F,dF, = F,d7- F,dF,

= F,(d7,-d7,) = F,(V, - V,)dt.

Theo dong hoc c6:

Viu= Vo + Ve hay V=V, +V

suyra V- V, =V Véc toniy luon luon vuong géc véi M, M,

Vithétacod F,.Vynn =0.

Nghiala: dA,'+dA,'=0.

Suy ra tong cong cua tit ca cdc noi luc trong vat ran véi bat ky chuyén
dong nao ciing bang khong.

i dA,' =0

ket

Can chu y rang néu hé khong phai 1a vat ran thi V,,,,,, s& khong vuong goc
v6i MM, do d6 F,,.V e # 0 va suy ra:

>dA #0.
12.4.3. Pinh ly dong nang

Pinh 1y 12-7. Vi phan dong nang cua chit diém bing tong cong nguyén

toc cua cac luc tac dung lén chat diém do.
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m;’2)= S dA, (12-48)

i=1

d(

Ching minh: Xét chit diém khéi lugng m chiu tac dong cua céc luc (F,

F,,... F,). Phuong trinh co ban ctia dong luc hoc viét dugc:

— N -
mW=>F, hay
i=1
dv. N . Ny e e 1l
m——= > F, Nhan vo huéng hai v€ v6i d7 ta dugc :
i=1
dv N _ N
mdf — =mvdv = 3 F,df = YdA,.
dt T i
mv’ e mv? N
Thay m.v.dv = d( ) ) ta dugc bi€u thic:  d( ) )= dA,.
i=1

Dinh 1y da duoc chitng minh.

Pinh 1y 12-8: Bién thién dong ning cua mot chat diém trén mot doan

dudng bing tdng cong cla céc luc tic dung Ién chat diém trén doan dudng do.
mv:  mv;
2 2

N
= dA, (12-49)
i=l

Ching minh: Gia thiét chat diém chuyén dong trén doan duong MM, . Tai
vi tri ban ddu M, chét diém c6 van t6c V ,.va tai vi tri M, ¢6 van t6c V . Theo
dinh 1y 12-7 ta co6:

d(

2 N
ke ) =2 dA
2 )

Néu 14y tich phan hai v€ phuong trinh nay theo cac can tuong tng tai vi tri

dau va vi tri cudi clia quang dudng ta co:

vl mVZ N
\L( 2 ):IM0M1§dAi
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mv: mv

2 N
Hay: —t ——2=Y"dA.
iy Ty A
Day chinh la biéu thic (12-49)

DPinh 1y 12-9: Vi phan dong ning clia hé bang téng vi phan cong cla

ngoai luc va noi luc tdc dung 1én hé.

Ching minh: Xét hé N chat diém. Goi noi luc va ngoai luc tic dung lén
chat diém thi k 1a F; va F.

Theo dinh 1y 12-7 viét duoc:

m,v: .
d(%) =dA,' + dA°,.
Viét phuong trinh trén cho N chat diém cua hé, nghia 1a cho k = 1..N ta

dugc hé N phuong trinh. Cong vé véGi v€ cua cac phuong trinh dé sé dugc:

8 MV

2. d(

k1 2

N N
)= dAL + ) dAS
kL kL

2
mkvk

N
= 2 AL + Y dAy
1

N
k=1 k=1

Pay la két qua can ching minh.

Dinh 1y 12-10: Bién thién dong nang cua hé trén mot doan duong hitu han

M_M, nao d6 bing téng cong clia nodi luc va ngoai luc tic dung Ién hé trén doan
duong do.
N .
T, -To=D AL + D A (12-51)
] kL

Ching minh: Lay tich phan hai vé& bi€u thic (12-50) theo cdc can ting véi
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vi tri ban dau va cu6i doan duong M M, ta duoc:

deT: 5 JdA' + 5 [dASK

To k=1MoM1 k=1MoM1
N N
Hay T, - T,= D> A} + ) A
kL )
Chu y: khac vé6i cac dinh 1y khac da trinh bay dinh 1y dong nang doéi véi
hé c6 ké dén noi luc. Trir trudng hop co hé 13 vat ran tuyét doi mdéi c6 thé bd qua

anh hudng ctia noi luc dén bién doi cua dong nang.

Thi du 12-7: Vat nang treo vao diu soi day c6 chiéu dai 1 (hinh 12-20)

duoc tha tir vi tri M, tuong tng c6 géc hop giita day véi duong thang dudng ¢, va
khong c6 van toc ban dau. Tim van toc cta vat tai thoi di€ém khi soi day hop véi
duong thing mot géc ¢.

Bai giai:

Xét chuyén dong cua vat nang M. Céc luc V22

tic dung lén vat gom trong luc P, luc cang T cua

-

:IL
Ap dung dinh 1y bién thién dong nang clia 0
vat ran trén doan duong tir M, dén M ta co: M
mvZ mv: N P
2 = 2 * = ZAMOMI
i Hinh 12-20

O day v, = 0; cong cha luc ciang T bing
khong vi luc nay luon vuong géc véi phuong ti€p tuyén. Cong cua trong luc P
theo biéu thitc (10-42) viét dugc A(P) = + hP trong d6 h 1a do cao cia diém ddu
so v6i diém cudi ctia quing dudng.

Tu hinh vé ta co:

h =1(coso - cosQ,)

Do d6 A(P) = Pl(cos¢ - cos@,). Biéu thic bién thién dong niang trong
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truong hop nay viét dugc:

2

v IP(coso - cos,)

Suy ra:

v=,/2gl(cos¢p — cos @,

Thi du 12-8: Mot vat nang dugce tha tir do cao H so v6i mat ngang cua xa
dan hai vé6i van toc ban diu bang khong va diém roi 1a gita xa (hinh 12-21). Khi
dé vat nam tinh trén xa thi xa vong xuéng mot doan f. Hoi do vong f, cia xa khi

vat roi xuéng xa né€u nhu bo qua trong lugng

cia xa va gia thiét rdng khi vat nang roi .
xuéng khong bi ban Ién va khong bi mat o
nhiét.

Bai giai:

Khao sit chuyén dong clia mot vat

niang (coi nhu mot chat diém chuyén dong).

Hinh 12-21

Trén doan dudng roi tu do H nd chiu tac
dung chi ¢6 trong luc P. Khi cham xa né
chuyén dong cung vé6i xa trén doan dudng nay ldc tdc dung lén vat ngoai trong

luc con ¢6 phan luc dan hoi F.

Ap dung dinh 1y bién thién dong nang trén ca doan dudng tir liic bit ddu
roi cho dén khi xa vong xudng ta dugc:

mv:  mv;

> = A(P) + A(F) (a)

trogn d6 v, =0; v, = 0.

A(P) = P(H+f,) & day f, 1a do vong clia xa can phai xac dinh.

1 ) N
A(F) =- 5 cf?, v6i c 1a do cing clia xa.
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Dé xac dinh ¢ ta chi y rang khi vat dat tinh 1én xa do vong clia xa nhu da
cho 1a f,. Tir di€u kién can bang & trang thdi tinh ta c6:

P = c, suy ra c = P/f,

Thay két qua tim duoc vao biéu thic (a) ta duoc:

P
P(H+fd) - Ffdzz O

t

Hay f? - 2ff,- 2Hf, = 0;

f,=f + f’ + 2Hf,

f, dugc goi la do vong dong, né 16n gép nhiéu lan so vGi do vong tinh f,.
Tur bi€u thiic xé4c dinh f; ta thdy ngay & do cao H =0 da ¢6 f, = 2f,. H cang 16n f;
cang 16n , thi du khi dong vong tinh f, = Imm, do cao H = 20m thi f; = 21mm =
21.f, nghia 1a gép 21 lan f.

— ¥
Thi_du 12-9: Mot 6 td c6 trong

luong ké ca banh 1a Q. Mbi banh xe cé M .M, R¢ '

trong luong 1a P ban kinh r va ban kinh @ @

quan tinh 1a p. Trén banh xe chu dong Fnn ' 7

nhan mdt mod men chu dong tir dong co la Hinh 12-22

M, lam cho 0 t6 chuyén dong tir trang
thai diing yén. Cho biét trong mdi truc cia banh xe chiu mot mé men ma sat I1a
M, ; Luc can cua khong khi ty 1& bac hai v6i van toc cua 6 t6 R, = - uv?. Xdc

dinh van toc t6i han cua 6 t6 (hinh 12-22).
Bai giai:
Dé x4c dinh van t6c t6i han clia 6 t0 ta 4p dung dinh 1y vi phan dong ning.

Pong niang T clia 6 t6 xac dinh duoc theo biéu thic:
1Q p°
T= > v +4(—Jo)) (Q+4P )v
g

v, 1a van toc ctia tam banh xe va ciing 1a van toc 0 to.
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Ngoai luc tic dung 1én 6 to6 gom: trong luc P, phan luc phap tuyén cua
mat dudng N, luc ma sat F_, luc can R . Trong cac luc trén chi ¢6 luc can R

sinh cong do do:

>dA =-Rds, = -pv?. ds,

Noi luc trong hé gom c6 mo6 men chi dong M, va moé men ma sat M__.
Cong cua cac luc nay tinh duoc:

. ds
SAA'= (MM do = (M- M)

Thay cdc két qua tim duoc vao biéu thitc (12-50) s& dugc:

1 p?. dv, 1 o\ ds
SQ+4PE ), =2 =Z(M, - M __ —pvir)=
g(Q r2) 0 dt r( d ms “ )dt

ds
Thay v, = pm va rit gon ta dugc:

2
(Q+4P’:—2)WO :%(Md “M_ —uv?r)

Khi v, dat tGi gia tri téi han thi ¢6 nghai 1a gia t6 w, =0 do do suy ra:

Md = Mms_ “’rvzgh =0

Md - 4M __
Hay Vg = |
ur

DPay chinh 1a van toc t6i han cua 0 to.

Thi du 12-10: Bo truyén dai c¢6 so d6 nhu hinh vé (12-23). Banh dai A

quay véi van toc géc o, Trong lugng
chung ctia hai banh dai A va B la P. Trong )
luong cta day dai 1a Q. D€ ham hé thong

dirng lai ta dung mot luc phanh F tdc dung

vao ma phanh, cho biét hé s6 ma sat gitra

ma phanh va banh dai A Ia f. Xac dinh so

Hinh 12-23
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vong quay ctia banh dai A tir ldc bat dau phanh cho téi khi né dimng han.
Bai giai:
Xét chuyén dong clia hé bao gém hé hai banh dai A,B va day dai. 4p dung

dinh 1y bién thién dong ning cho hé trong khoang thoi gian tir khi bat diu phanh

cho dén khi co cau dimg hén ta c6:
T-T,=2A°%+2A" (a)
ting v6i thoi diém cuéi 1a T = 0. Tai thoi diém dau.
T,=T,+Ts +T,

Gia thi€t dai khong c6 truot ta ¢6 van toc dai la V = Ro, van toc goc g

cua banh dai B la:

Ro
Wg = 0
]

Trong d6 r 1a ban kinh banh dai B

Taco: Ty= %(% R*)o:;

1P 1Py , Rio; 1Py,
Te= — r —(— =——Ro
B 2(2 Jog 2(2g )— 1
Dong nang day dai:
1219y 102,

49 49 °

Thay két qua tim duoc vao biéu thitc dong niang clia ca hé va chi y ring

P, + Py =P ta duogc:

_1P+2Q

T,
4 9

2 2
R o,

Cac luc tac dung lén hé gom trong luc, luc ma sat F_ & phanh. Trong d6

chi c6 luc ma sat F_ 1a sinh cong, ta co:
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YA =0va
>A¢=A(F,) = -(fF.R).¢ = - . F.R.27N (vong)

Thay vao (a) ta dugc:

T,= 1P g2 fER20N
4 9
Suy ra: N =1 P+2Q R’m. (vong).
4 2ngfF

Thi du 12-11: Mot xe goong duoc kéo 1én doc badi luc F = 16KN. Trong

luong chua ké 4 banh 1a P = 18KN. Trong lugng moi banh xe goong 1a Q = 2KN
(hinh 12-24).

Xac dinh van toc cltia goong tai
thoi diém khi xe goong da di duoc mot
doan s = 4m. Cho biét lic dau xe goong

ding yén tic v, = 0. Xac dinh gia toc

cia xe goong. Gia thiét cac banh xe D T
chuyén dong lan khong truot va ma sit Hinh 12-24
trong cdc truc 1a khong diang ké, géc
nghiéng o = 30°.

Bai giai:

Dé x4c dinh van toc v, cua xe goong ta 4p dung dinh 1y bién thién dong
nang cho xe trén doan duong s. Ta c6:

T,-T,=2A% véi T,=0
1P

T,==—v,’ + 4(§9vf) = i(P +6Q)V2.
29 49 29
Ngoai luc tdc dung 1én xe goong gom : luc kéo F, trong luong P va 4Q, luc
ma sat F_, cia mat duong 1én banh xe. Trong cac luc trén luc ma sat khong sinh

cong vi banh xe lan khong truot.
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Ta c6: X A° = A(F) + A(P) + 4A(Q)
— QS - (P+4Q)h = FS + (P+4Q)sinct

Thay vao biéu thiic ban dau duoc:

% (P +4Q)Vv? = [F + (P+4Q)sina]S (b)

Suy ra:

=9,445 m/s

. \/ 29[F + (P + 4Q)IS
b P+6Q

Pé xdc dinh gia toc ta dao ham bac nhat theo thoi gian hai v€ phuong trinh

(b) s€ duoc:

1 dv : ds
E(P + 4Q)VE_[F + (P +4Q)sin a] o

Thay d—V:WVél E=Vta suy ra
dt dt
_F-(P+4Q)sina
P+6Q

W g = 0,98 m/s?

12.4.4. Pinh luat bao toan co nang
12.4.4.1. Truong luc va truong luc cé thé

Trudng luc 1a khoang khong gian vat 1y ma chat diém dit trong do sé& chiu
tdc dung mot luc chi phu thuoc vao vi tri cua chat diém. Truong luc the 1a trudng
luc ma cong cua céc luc dat 1én chét diém khong phuc thuoc vao dang qui dao
cua chuyén dong ma chi phu thudc vao vi tri dau va vi tri cu6i quing dudng di
chuyén ctia chat diém. Luc trong trudng Iuc thé goi 12 luc c6 thé. Trudng trong
luc, trudng luc dan hoéi 1a nhitng vi du vé truong luc ¢6 thé; Trong luc va luc dan
hoi 1a céac luc ¢ thé.
12.4.4.2 Thé ndng

Xét chat diém M dat trong trudong luc ¢ thé. Néu goi vi tri M® 1a " vi tri
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khong" hay con goi la méc, va vi tri dang xét 1a M ( Hinh 12.25 ) ta ¢6 dinh
nghia sau:
Thé niang cta chat diém tai vi tri M bing cong cua Iuc ¢ thé tdc dung

lén chat diém khi n6 doi ché tir vi tri M vé

v

vi tri M°. Ky hiéu thé nang & vi tri M 1a ", X

Tacé: o' = A .
Theo dinh nghia vé trudong luc thé thi H
cong cua luc cé thé phu thudc vao toa do cta

diém dang xét do d6 suy ra n'¥ = w (x,,y,,2,).

Ham 7 dugc goi 1a ham thé.

1
Chd y ring vi diém M° 1a vi trf chon Hinh 12-25

tuy y do d6 khi chon vi tri M° khac nhau thé

niang cua chat diém tai mot vi tri nao d6 s& sai khac nhau mot hing so6.

Tur két qua trén ta c6 thé viét biéu thic tinh thé ning cua luc trong trudng

va luc dan héi.
D61 véi luc trong trudong T ta c6: 1" = Ay, y0(P) = Ph

Trong d6 h 1a do cao cia di€ém cu6i so véi diém dau vi thé ta chon hé toa
do c6 goc O trung véi vi trf khong con truc oz 1a truc huéng thang ding xudng

duéi va ky hiéu H 1a do cao ctia diém o, z, 12 toa do cua diém dang xét ta c6:
th=H -z,
Suy ra biéu thic tinh thé ning:
" = P(H-z)) (12-52)

Theo biéu thitc (12-52) néu chon diém M° nim trén mat dat thi thé niang

ctia vat ¢ do cao z, sé€ tinh bang:
=Pz,

Doi v6i 10 xo: luc c6 thé  F=-cx. v6iclahé so cung cua 10 xo.
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Chon vi trf M 1a vi trf ma 10 xo & trang thdi tu nhién (khong bi nén hay

gian). Khi vat ¢ vi tri MV ta ¢6 :

1 7

Amimo = ECXZ é
.
] B X

Do d6 suy ra: é F A
% -\ /- —/~-\ /- =4 ®

1
nl ox’ (12-53) M, M,
Hinh 12-26

Trén day chung ta da tinh th€ nang qua
céc biéu thiic tinh cong, ngugc lai ching ta ciling c6 thé biéu dién cong qua thé

nang nhu sau:

Xét chat diém dat trong trudng luc thé va doi ché tir vi tri MY dén vi tri
M@, Khi dé6 ta co:

A=A +An=A-Ay
Thay A, ,=m,, A, y=m, thi A, =7, - ,.

Nhu vay cong clia luc ¢6 thé dat vao chat diém chuyén doi trén mot doan
dudng ndo d6 bing hiéu thé niang cia chat diém & vi tri cudi ctia doan dudng dé.

Mait khic thdy ring néu hai diém M va M© gin nhau nghia Ia:
MPB(x,,y,,z,) va diém MP(x, + dx,y, + dy,z, + dz) thi c6 thé viét:

dA = 'V - 1® = - dn. Thay dA = Xdx + Ydy+ Zdz trong d6 X,Y,Z 1a c4c

thanh phan cta luc c6 thé hudng theo céc truc toa do oy.

Mat khéc vi m= n(x,y,z) nén ta co:

drn= a—Tcdx +a—ndy+a—ndz
OX oy 0z

D6i chiéu giita céc biéu thitic dA va dr ta rit ra:

X= a—TC;Y= 5_7I;Z=5_7I (12-55)
OX oy 0z
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12.4.4.3 Pinh ludt bdo toan co ndng

Xét hé dat trong truong luc thé. Dinh 1y dong nang viét duoc:

n n ) n
T, -T,= ZAek"'kéAkl: 2 A

k= kel

Khi hé chuyén dong tir vi tri khong dén vi tri 1 ta cé :

n
ZAk=TC0- TCI.
k<

Trong d6 7 1a thé€ nang cua hé ndi va ngoai luc. Ta cé:

TI‘T0=7T0‘TE1.

Hay T, +m, =T, + m,

Khi hé chuyén dong trong trudng luc thé tong dong nang va thé€ niang cua

hé & méi vi trf 1a khong ddi va ky hieu 12 E.

E=T+nr

Hé céc chat diém nghiém ding dinh luat bao toan co ning dugc goi 1a hé

bao toan, luc cé thé tac dong 1én hé d6 goi la luc bao toan.

Thi du 12-12: Khao sit con lac

(hinh v& 12-27), chuyén dong tir vi tri
ban dau xac dinh badi géc ¢, v6i van toc
bang khong va ¢6 thé nang nt, = Pz,
Trong d6 P 1a trong luong cua con lic,
z, 12 toa do trong tam cla con lic tai
thoi di€ém ban dau. Bo qua luc céan, biét
moO men quén tinh cta con lac doi véi

diém treo A1a J,.

Xéc dinh van t6c goc cia con lac

tai vi tri khoi tam C c6 do cao z.

Bai giai:

|
e

Hinh 12-27
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Ap dung dinh luat bao toan co ning cho con lic ta cé:
T,+n, =T, +m (a)

T, va © , 12 dong niang va thé€ ning cla con lic tai thoi diém ddu tuong ting
vGi vi tri tam ¢ ¢6 do cao z,. T, va «r; 1a dong nang va thé€ nang cla con lic tai vi

tri khao sat.
Theo dé bai T, = 0; n, = Pzy;n, = Pz T, = J ,0*/2
Thay vao (a) ta dugc:
Pz, =J,»*/2 + Pz

Suy ra:

o= /%(z0 —-2)

Két qua cho thdy gid tri » phu thudc vao vi tri ctia con lac.
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Chuong 13
LY THUYET VA CHAM

13.1. CAC PAC PIEM VA GIA THIET VE VA CHAM

13.1.1. Pinh nghia

Va cham la mot qua trinh dong luc hoc dac biét trong d6 van téc cua vat
bién d6i 16 rét vé ca do 16n va phuong chiéu trong mot thoi gian vo cling bé.

Thi du: Qua bong dap vao tudng lap titc ban trd lai, bia dap vao de sé
ditng lai han hay ndy lén.v.v.
13.1.1.2. Cdc ddic diém va cdc gid thiét don gidn hod

- Thoi gian va cham: Theo dinh nghia thoi gian va cham 1a rit nho, thuc t€
thoi gian va cham thudng bang 107 giay, 107 giay hodac 10 giay tuy thuoc vao
co 1y tinh cua vat va cham. Vi thoi gian va cham rat nho nén duge xem la mot
dai luong vo cung bé.

Van toc va gia toc: ciing theo dinh nghia thi van t6c clia vat thay doi dot
ngot va do d6 lugng bién d6i van tdc Av cta vat trong thoi gian va cham 12 gidi
ndi. Mat khac theo gia thi€t thoi gian va cham 1a vo6 cung bé nén gia toc trung
binh trong qua trinh va cham w,, = Av/t 1a dai lugng rat 16n. Trong dé t la thoi

gian va cham.

Néu goi 1 1a doan dudng dich chuyén trong thoi gian va cham cua vat thi:

Vi 7 1a dai luong vo ciing bé nén 1 ciing 1a dai lugng vo cling bé. DEé don
gidn nguoi ta dua ra gia thiét trong qud trinh va cham co hé khong di chuyén vi

tri.

- Luc va xung luc va cham
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Khi va cham ngoai cac luc thuong nhu trong luc, luc can.v.v. vat con chiu
tdc dung ctia phan luc noi ti€p xic (Luc tdc dung tuong ho). Chinh luc nay Ia
nguyén nhan tao nén gia toc chuyén dong cua vat
trong qud trinh va cham. Luc dé goi la luc va

cham ky hiéu N.

Luc va cham N khic véi luc thudong F nd
chi xuat hién trong qua trinh va cham, khong ton

tai truéc va sau va cham.

Thuong khé x4c dinh truéc dugc luc va

cham nhung quy luat bién déi cta n6 c6 thé biéu

dién trén hinh (13. 1). Hinh 13-1

Vi gia t6c trong va cham 12 rdt 16n nén luc va cham N ciing rit 16n. Thong
thudng luc va cham 16n hon rét nhiéu so véi luc thuong F. Mit khac luc va cham
lai bién d6i rat rd trong thoi gian va cham t vo cling nhd nén ngudi ta danh gia

tac dung ctia né qua xung luc.

Ap dung dinh 1y bién thién dong luong cho hé trong thoi gian va cham c6

thé viét:

mAv, = [Rdt+ [Ndt (k= 1..n).
0 0

Trong d6 xung luc cta luc thuong J'IEkdt la rat nho so véi xung luc va
0

cham va anh hudng cuia n6 dén luong bién déi dong luong ciia hé khong dang ké.
Ngudi ta dua ra gia thiét 1a bo qua tac dung cta luc thuong. Ta c6 thé viét bi€u

thic bién thién dong luong ctia hé trong va cham nhu sau:
mAv, = [Ndt =3 (13-1)
0

Biéu thic (13-1) 1a phuong trinh co ban trong qua trinh va cham.

- Bién dang va hé s6 hoi phuc
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Quan sat qua trinh va cham ngudi ta chia ra hai giai doan: giai doan bién

dang va giai doan hoi phuc.

Giai doan bién dang trong thoi gian t, tir Idc bat dau va cham cho dén khi
vat thoi bién dang. Giai doan hoi phuc kéo dai trong thoi gian t, tir khi két thiic
giai doan bién dang dén khi 1ay lai hinh dang ban dau dén muc do nhat dinh tuy
thuodc vao tinh chét dan hoi ctua vat. Can cit vao mic do hoi phuc cta vat ta cé
thé chia va cham thanh ba loai: va cham mém I va cham ma sau giai doan bién
dang vat khong c6 kha nang hoi phuc tic 1a khong ¢6 giai doan hoi phuc.

Va cham hoan toan dan hoi 1a va cham ma sau khi két thic va cham vat
14y lai nguyén hinh dang ban dau.

Va cham khong hoan toan dan hoéi 1la va cham ma sau khi két thdc va
cham vat 1ay lai mot phan hinh dang ban dau.

Dé phan 4nh tinh chat héi phuc ciia vat ¢ giai doan hai ( gia doan hoi
phuc) ta dua ra khai niém hé s6 hdi phuc k. k bang ty s6 gitta xung luc giai doan

2 va xung luc giai doan 1 ta co:

Vi khéi niém trén ta thay ting v6i va cham mém k = 0; véi va cham hoan

toan dan hoi k =1 va va cham khong hoan toan dan h6i 0 <k < 1.

13.2. CAC PINH LY TONG QUAT CUA PONG LUC HOC AP DUNG VAO
VA CHAM

Cian ctt vao céc gia thiét va phuong trinh co ban c6 thé thiét 1ap cac dinh 1y

téng quat trong qu4 trinh va cham nhu sau:
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13.2.1. Pinh ly bién thién dong lugng

Xét va cham ciia mot co hé gom céc chét diém M, M,, ... M, ¢6 khoéi tam
’ . e 2 n . e 2
c va van toc V.. Goi khoi lugng cua h¢ 1a M = Y m, , v6i m, l1a khoi lugng cua
kd

chét diém thi k. Ta c6 bi€u thitc dong luong cuia ca hé 1a:
_ n
K=>YmVv, =MV,
kd

Goi t8ng xung luong va cham ngoai tdc dung lén chét diém m, 1a S.° va

o no.
tong xung luong va cham trong S,' tacé Y. S,'=0.
]

Néu bd qua xung luong cta luc thuong thi dinh 1y bién thién dong luong

cho hé viét dugc:

~ ~ no_

Trong d6 \7C(2) va \7C(l) la van toc khoi tam ctia hé sau va trudc lic va
cham.
Thi du 13.1. Qua cau c6 trong luong P = 1KN roi 6 do cao H = 3m xudng

mat phang nhin. Cho biét hé s héi phuc k = 5/9.

Xéc dinh xung luc va cham s trong thoi gian va % [ =
cham va van t6c cua qua ciu sau va cham (hinh 13.2). n o
A
Bai giai: ap dung dinh ly bién thién dong luong H N b
ta co: vFl o4
M(U-V)=5S
Hinh 13.2

U,V la van téc ctia qua cau ldc va cham vao mat
phang. Cic véc to nay cé phuong thang ding. Chiéu biéu thifc 1én phuong thang
ding ta dugc:

M@u+v)=S (a)
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Van t6c clia qua cau trudc ldc va cham la:

v=,29H =./29813~7,7m/s

DPé x4c dinh van t6c¢ u sau va cham ta 4p dung dinh 1y bién thién dong luong
cho timg giai doan bién dang va phuc hoi. Goi v' 1a van t6c¢ cua qua cau ung véi
cudi giai doan bién dang ta c6:

M(u+v') =S,
S, 1a xung luong va cham trong giai doan bién dang, & day v' bang van tdc

mit san nén bang khong, v' = 0 ta cé:

My =§,
Dai véi giai doan hoi phuc ta ciing c6:
M@u+v') =S, Mu =S,

Theo dinh nghia vé hé s6 hoi phuc ta c6:

v 9

Suyrau=kv= 3.7,7 =4,3 m/s
Thay vao biéu thic (a) ta duoc:

s = g.v.(1+ k)~12KNS

Néu 14y thoi gian va cham t = 0,0005 giay thi luc va cham trung binh la

N, = = = 2400KN.

alm

13.2.2. Pinh ly bién thién mémen dong luong
Tach mot chat diém thit k trong hé 1a M, dé xét. Ta c6 thé viét bi€u thitc

bién thien momen dong luong cta chat diém nhu sau:

—

_ O N S W A
mO'(mk'uk_mkvk)_mo(sk)+m0(sk)

Thiét 1ap cho ca hé ta s€ co:

Zmo(mk'ﬁk)_zmo(mkvk)zi mo(glf)"'i m0(§|i()
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2. N H N
G day > o (5! )=0. Neéu b6 qua luc thuong thi > m_(s¢) Ia momen c6
k=1 k=1

xung luc va cham ngoai doi véi tam O.

Ta co:
k=1

Trong d6 Ly(;); Log) 1a momen dong luong cla he déi véi tam O tai thoi

diém sau va truéc lic va cham.

Chiéu biéu thic (13-3) Ién mot truc Ox nao dé ta duoc:
N <€
L2 -L()=>m (5 (13-3)
k=1
Trong biéu thitc (13-3), L,(2) va L (1) 1a momen dong luong cta hé d6i véi

truc Ox, con % m, (§|f) 12 téng mo6 men 14y doi vé6i truc Ox ca xung luc va cham
k=
ngoai S,°.
Biéu thic (13-3)' dugc 4p dung cho va cham cua cac vat chuyén dong quay.
Thi du 13-2: Hai banh rang doc lap v6i nhau quanh cuing mot truc véi van
toc géc 1a o, va ,. Cho biét momen quan tinh cua chiing doi véi truc quay 1a o,
va ®,. Cho bi€t moémen quan tinh cua ching doi véi truc quay la J, va J,. Cho hai
banh rang dot ngot an khép v6i nhau. Xac dinh van toéc goc ® sau va cham cua

hai banh rang.

Bai giai:
] ) i . J,.0, J,.0,
Bo qua tac dung cua trong luong va o \El E//
luc ma sat. Xét hé gom ca hai banh rang, o 5 E 77
khi d6 xung luc va cham tai rang an khép J.o
N A E/
la xung luc trong (ndi xung luc). s — v
Nhu vay xung luc va cham ngoai g = 77

S = 0. Ap dung dinh 1y bién thién

momen dong luong ta co: Hinh 13.3
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L(2)-L(1) =0 (a)
Momen dong Iuong cua hé trude Iic va cham la:
L) =J)o +J]0,
Momen dong luong cua hé sau va cham la:
L2)=J, +],)o
Thay vao biéu thic (a) ta duoc:
Joo,+J0,=0,+],) o
Jio, +J,0,

Suy ra: o=
Y 3+,

13.2.3. Pinh ly dong nang

Dinh 1y bién d6i dong niang doi v6i cdc bai toan va cham khong thé dp dung
dugc. Nguyén nhan trong qué trinh va cham ta da gia thiét di chuyén la khong
dang ké. Mit khdc thuc t€ cho thay khi va cham dong niang cta vat thudng bi
mat mat dé chuyén hoéd thanh nhiét niang va gay ra bién dang du (doi vé6i va
cham khong hoan toan dan hoi). Néu goi luong dong nang l1a AT thi rd rang
AT=T,-T,>0.

Trong d6 T, va T, 1a dong nang clia hé ngay truéc va sau va cham. Luong
mat dong nang AT phu thuoc vao nhiéu yéu t6: Trang thdi chuyén dong, tinh
chat co 1y cua vat. Trong k¥ thuat tuy thudc vao yéu cau cua bai toan dat ra ma ta
can tang hay giam lugng mat dong nang.

Thi du khi sit dung va cham vao viéc gay bién dang nhu rén, dap vat liéu ta
phai tim cach tang lugng mat dong nang AT. Trai lai khi can st dung va cham
vao viéc gay chuyén cta vat thé nhu déng coc, déng dinh thi phai tim cich giam

luong mat dong nang AT.
13.3. HAI BAI TOAN CO BAN VE VA CHAM

13.3.1. Va cham thing xuyén tam cua hai vat chuyén dong tinh tién

13.3.1.1. Dinh nghia
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Xét hai vat ¢6 khoi luong may bién dp va m, chuyén dong tinh ti€n vé6i van

toc v, va v, va cham vao nhau (hinh 13-4).

ey
e

Hinh 13.4

- Va cham thang: L2 va cham trong d6 cdc van téc v, va v, déu song song
v6i phap tuyén chung nn'. Puong nln' goi 1a duong va cham.

- Va cham xuyén tam: la va cham trong d6 duong va cham nln' trung vé6i
duong xuyén tam c,Ic, cia vat (hinh 13-4b).
13.3.1.2. Bai todn va cham thdang xuyén tam ctia hai vit chuyén dong tinh tién

Cho hai qua cau c6 khéi lugng M, va M, chuyén dong tinh tién theo dudng
xuyén tam c,c, v6i cdc van toc V,,V,va cham nhau. Cho biét M, M,, V,,V,va
hé s6 hoi phuc k, tim van toc U,, U, cla hai qua cau sau va cham, dong thoi thiét
lap biéu thiic mat dong nang AT cua hé.

Mo hinh co hoc dugc mo ta trén hinh (13-5).

Hoi phuc

Bién dang

Hinh 13.5
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Ap dung dinh 1y bién thién dong luong cho méi qua cdu & giai doan bién

dang va giai doan hoi phuc ta c6:

M, (u-v)=S,=-8 (a)

M, (u-v)=5,=3S (b)
Giai doan hoi phuc:

M, (u,-u)=S,,=-9S (©)

M, (u,-u)=S,=S (d)
Theo dinh nghia vé hé s6 hoi phuc ta ¢6 thém phuong trinh:

S'=k.S (e)

Trong 5 phuong trinh trén ¢6 5 4n s6 13 u, u,, u,, S, S' ta ¢ thé gidi va tim ra
két qua sau:
_ Myvy +Myv,  Myu; +M,u,

M, +M, M; +M,

M
u, = Vl - (1+k)m(vl _VZ)

1 2
0=V, - (14k) L.(v ~V,) (13-4)
S M, +M, "t 2
M. M
1 2
5= M 1M V-V,
1 2
M. M
1 2
5= e bl
1 2

Trong truong hop nay lugng mat dong nang AT duoc xac dinh nhu sau:

AT=T, -T,
V6i T, = M;ul + M 22V2 la dong nang cua hé sau va cham.
Ta co:

AT = %.(vf - uf)+%(v; )

Thay gid tri cia u, va u, tr biéu thic (11-4) ta dugc:
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MM
AT=—2"2  _(1-Kk%|v,-v, ) 13-5
2(|v|1+|v|2)( fv;-v,) (155
. M, v?
So véi dong nang ban ddu cia bia T, = ——=
Ta co:
2
) n

2
M goi la hiéu suat ctia bia. RO rang mudn tang hiéu suét clia bia ta phai
tang khoi lugng cua de.
Néu 4p dung biéu thitc (13-5) vao bia déng coc ta s& thiy két qua nguoc

lai. Vi phai giam luong mat dong niang nén hiéu suat ctia bia duoc tinh theo biéu

thiic:
_To—AT | AT
" Ty B Ty
Suy ra:
1-k?
n=1-
M
1+ -1
M

Muoén tang hiéu suat cua bua ta phai tang ty so M_l nghia la phai tang khoi
2

lugng cta bia dé ddm bio khaéi luong bia 16n hon nhiéu % % B

lan so véi khoi luong coc.

13.3.2.2. Va cham ciia vdt ran chuyén déong quay quanh

mot truc

Khéo sat vat ran quay quanh truc (hinh 13-6). Tai thoi \D
diém nao d6 vat chiu tac dung xung luc va cham S. Khi dp ®
dung dinh ly bién thién mémen dong luong coé: A

L(1)-L2)=m,(S) G

Né€u goi van toc goc cua vat trudc va sau va cham 1a  Hinh 13.6

9
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®, va o, ta s& co:

J, (@, - o) =m, (5) (13-6)
Tu (13-6) c6 thé tinh van t6c ca vat sau va cham:
m, (S
L=+ # (13-7)

z

O day J, 1a momen qudn tinh cha vat d6i véi truc quay z.

Trong va cham cta vat quay cdc xung luc, phan luc 6 6 dd 1a §, va Sy rat
c6 hai vi né lam tiéu hao niang luong va gay hu hong & 6 do truc. Nhiém vu cua
bai todn la tim cich han ché cdc xung luc S, va Sg.

Giai quyét van dé trén ta 4p dung dinh ly dong lugng d6i véi vat. DE don
gian ta gia thiét lic dau vat diing yén titc 1a ©=0, ta co:

K,-K,=5+S5, +5,

Vi ®, =0 nén k’o = 0 phuong trinh con lai:

— —

K,=Mu_=5S+S, +S; (a)
M 1a khoéi luong ctia vat, U, 1a van t6c khoi tam cua vat sau va cham. Dé
cho S, =S =0 tir (a) ta phai c6 diéu kien S=Ma _.

Vi vat quay quanh truc z nén u, c6 phuong

N

vuong géc v6i OC va nam trong mit phing

!
|

By,

vuong goc vai truc quay di qua C. (Xem hinh S/'I
13-7). Mat phang d6 1a mat phang oxy. ; '

B

c
O

Ta suy ra diéu kién th¢t nhat d€ §, va %:‘ C- \ y
Sgtriét tieu 1a xung luc S phai nam trong mat T h //SY /
phang vudng géc véi truc quay va song song i A EJ_
v6i van toc U nghia la cling vuong géc véi OC. G

Veé tri s6 S = Mu, = M.a.o,. Sa

Z(s) Sh Hinh 13.7

m .
Thay o, = —=—— tac6: S= M.a. —
J
z z
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=1 hayh= Jz.
J, M.a

Suy ra:

Két luan: Dé xung lugng va cham & céc 6 do bang khong can phai thoa man
cac diéu kién sau:

1. Xung luc va cham S phai dat trong mat phang oxy qua khdi tam c clia vat
va vudng gdéc véi truc quay z.

2. Xung luc S phai dat vuong géc v6i duong OC ndi tir truc quay qua c tai
diém k dit cach truc quay mot doan h.

Piém K duogc xdc dinh nhu trén goi 12 tAm va cham.

T biéu thiic (13-8) ta nhan thdy rang khi khoi tam C ndm trén truc quay thi
diém K & xa vo cliing vi khi d6 h = ®. Trong trudng hop nay 6 d& luon luon nhan
xung luc va cham khac khong.

Thi du 13-3: Thanh AB c¢6 khoi lugng M, momen quan tinh doéi voi truc

quay A 12 J,. Chuyén dong véi van toc o, va dap vao vat C c6 khoi lugng m dang
dat ding yén trén ranh k (hinh 13-8). Xac dinh vén tdc sau va cham cta thanh
AB va vat C ciing nhu xung luc tai 6 truc A. Kich thuéc cho trén hinh vé.

Bai giai:

Goi xung luc va cham tac dung 1én vat C l1a §2 va xung luc tdc dung lén vat
AB1a S, ta cé:

S,=S=S Y

Phuong trinh biéu dién dinh 1y bién , '|B
s wwxwn S
thiéen mémen dong luong cho thanh AB viét = '
g |
dugc: K
Ja (@) - @) =-S.b C (;: b (a)
Phuong trinh biéu dién dinh ly bién
: . Ot |8
thién dong luong cho vat C viét duoc: N S, i|a

mu, - mv, =S & day v, =0 7

do d6 chi con: Hinh 13.8



-202-

mu, =S (b)
Xét ca hé so:

L\ -L.%=Ym, ((§,)=0

suy ra: L, =L, hay

Jy0,=J,. 0, +mub=J, o, + mo,.b’

o, J, + mb?) = J .., suy ra:

_dawy g
(DI_J +mb2 _ mb?
A 1+
Ja
b
u=wb= ®o 5 S=Mu=
mb
1+
JA
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Phan 4

CAC NGUYEN LY CO HOC

Cung v6i hai van dé da nghién ctu 1a phuong trinh vi phan cta chuyén
dong va cdc dinh 1y tong quat cta dong luc hoc; cdc nguyén 1y co hoc trinh bay
duéi day s€& cho ta mot phuong phdp tong quat khdc giai quyét cé hiéu qua va
nhanh gon nhiéu bai todn dong luc hoc ctia co hé khong tu do.

Cac nguyén ly co hoc 1a phan co s& clia co hoc giai tich. Can ¢ vao nguén
nang luong va dic diém két cau cia co hé, co hoc giai tich st dung cong cu giai
tich todn hoc dé thiét 1ap phuong trinh vi phan chuyén dong va tim cach tich
phan céc phuong trinh d6. Trong phan nay chi giéi thiéu mot s6 van dé co ban
nhat ctia co hoc giai tich cu thé 1a chi thi€t 1ap phuong trinh vi phan chuyén dong
cho co hé khong tu do va néu 1én mot so tinh chat cua né ma ta khong di sau vao

phuong phép tich phan cac phuong trinh doé.

Chuong 14
NGUYEN LY DI CHUYEN KHA Di

14.1. CAC KHAI NIEM CO BAN VE CO HE

Dé 1am co s& cho viéc thiét 1ap cac nguyén 1y co hoc trudc hét néu mot s6
khdi niém co ban vé co hé khong tu do.
14.1.1. Lién két va phan loai lién két
14.1.1.1. Co hé khong tu do

Co hé khong tu do 12 mot tap hop nhiéu chat diém ma trong chuyén dong
cua ching ngoai luc tac dung ra vi tri va van téc cua ching con bi rang budc boi

mot sO diéu kién hinh hoc va dong hoc cho trudc.
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14.1.1.2. Lién két va phdn loai lién két
Lién két 1a diéu kién rang buoc chuyén dong 1én cac chat diém ctia co hé
khong tu do. Céc bi€u thic todn hoc mo ta cic di€u kién rang budc d6 goi la

phuong trinh lién két. Dang tong quét ctia phuong trinh lién két ¢6 thé viét :
fi(r,vi,t) = 0 Jj=1l..m;k=1.n
j la so tht tu cac phuong trinh lién két.
k 12 s6 thit tv cdc chat diém trong hé.
Phan loai lién két

Cian ctf vao phuong trinh lién két ta ¢ thé phan loai lién két thanh : lién
két dung hay khong dung ,lién két git hay khong giit , lién két hinh hoc hay
dong hoc

Neéu lién két ma phuong trinh khong chita thoi gian t goi 1a lién két dung.
Ngugc lai phuong trinh lién két chia thoi gian t goi la lién két khong dung hay
hitu thoi

Néu lién két ma phuong trinh mo ta bang dang thic ta goi la lién két gitt
hay lién két hai phia. Néu lién két c6 phuong trinh mo ta bang bat dang thitc goi

la lién két khong gitr hay lién két mot phia.

Neéu lién két c6 phuong trinh khong chita van téc v goi la lién két hinh hoc
hay lién k&t ho n6 nom. Nguoc lai néu lién két c6 phuong trinh chita yéu té van

toc v goi la lién két dong hoc hay khong ho né nom.
Sau day néu mot vai thi du vé cac loai lién két.

Co cu bién tay quay OAB bi€u dién trén hinh (14-1) c¢6 phuong trinh lién
két :

XA+ Y =10

2 2_12.
Xg+ X)) +y, =17
yg=0.

Céc phuong trinh lién két trén thé hién lién két ding, gitt va ho no nom.
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B4nh xe binh kinh R lian khong truot trén dudng thang (hinh 14-2) ¢6
phuong trinh lién két :
Yo=R;
Ve=0;
Lién két nay Ia lién két dung, khong gilt va khong ho n6 nom.
Vat A treo vao dau soi day vat qua rong doc ¢6 dinh B. Dau kia cta day

duoc cuon lai lién tuc theo thoi gian. Giit cho vat dao dong trong mat phing oxy

thang diing (hinh 14-3). Phuong trinh lién két duoc viét :
X+ Yy =< ;
z, =0.

Lién két nay khong dung, khong gilt va ho nd nom.

y
Yi
A
1
o) S [ <
. ! | X
© o] T
2 P
B T
Hinh 14.1 Hinh 14.2 Hinh 14.3

14.1.2. Toa do suy rong.

Toa do suy rong la cac thong s6 dinh vi cua co hé. Ky hiéu toa do suy
rong la qg;; g; co thé do bang don vi do dai, don vi géc quay, dién lugng...

Néu s6 céc toa do suy rong du dé xdc dinh vi tri ctia hé ta goi 1a toa do suy
rong di. Néu s6 toa do du thira nghia 13 vuot qud s6 toa do can thiét dé xdc dinh
vi trf clia hé goi 1a toa do du. SO cdc toa do du duoc lién hé v6i nhau bing bi€u

thic dang :

f(qe,qt) 2 0 goi la phuong trinh lién két.
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Co cdu tay quay thanh truyén biéu dién trén hinh 14-1 néu chon q, = ¢ va
q, = 'V thi gitta q, va q, c6 phuong trinh :

rsing, - Ising, = 0.

Né€u chon q, = x, va q, = y, thi gilta q, va q, c6 phuong trinh :

q’+q =r1";

q, = Rcosq; .

14.1.3. Di chuyén kha di cua co hé

Di chuyén kha di 1a di chuyén vo cliing nho ciua co hé tai vi tri dang xét
sang vi trf 1an can ma co hé c¢6 thé thuc hién phi hop véi lién két dat lién hé. Dé

phan biét vdi di chuyén thuc dr ta ky hiéu di chuyén kha di 1a or .

Néu goi T, va T, 1a véc to dinh vi cia chat diém thit k trong hé tai vi tri
dang xét va tai vi trf 1an can thi of, =T, — T tacé:

f}(rk"vk"t) - f_j(rbvk’t) =0 (] = lm)

V6i dinh nghia trén ta thay di chuyén thuc khéc vé6i di chuyén kha di &

cho :

Di chuyén thuc df phu thudc vao luc tac dung va diéu kién dau va lién két
dat 1én hé con di chuyén kha di chi phu thuoc
vao lién két dat 1én hé ma thoi. Chinh vi thé di
chuyén thuc chi ¢c6 mot con di chuyén kha di
c6 thé c6 mot hodc nhiéu. Doi v6i hé chiu lién
két ding di chuyén thuyc sé trung v6i mot
trong s6 cdc di chuyén kha di. Trong co céiu Hinh 14.4
tay quay thanh truyén (hinh 14-1) di chuyén kha di ctia hé 12 mot tap hop céc véc
to or, va or, thoa man di€u kién lién két nhu sau : Hinh chi€u lén AB cla
or, bang hinh chi€u lén Ab cua or,. Chat diém dat lén mat cong (hinh 14-4) ¢6
di chuyén kha di 1a tap hop cdc véc to O ti€p tuyén v6i mit cong tai vi tri dang

pe

Xeét.
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14.1.4. Bac tu do cua co hé

Di chuyén kha di ciia co hé 1a ¢6 nhiéu tuy nhién mitic do nhiéu c6 han
ché. Trong s cac di chuyén kha di ciia co hé c¢6 thé c6 mot hay mot s6 m di
chuyén co s6. Cac di chuyén con lai dugc biéu dién qua céc di chuyén co s& néi
trén. Cac di chuyén co s& doc 1ap tuyén tinh véi nhau va ding bing thong s6
dinh vi ctia co hé tic 1a bang s6 toa do suy rong du. Ta goi cdc s6 di chuyén kha
di co s& ctia hé 1a sO bac tu do m cua hé.

Trong co cau tay quay thanh truyén rd rang so6 bac tw do m = 1, va c6 thé
chon mot trong ¢ hay p 1am di chuyén co so.

S6 bac tu do cuia hé cang cao thi mitc do tuy y cta cac di chuyén kha di
cang 16n c6 thé xac dinh s6 bac tu do clia co hé bing biéu thiic : m =r - s.

Trong d6 r la s6 toa do du va s la s6 phuong trinh lién két.
14.1.5. Lién két 1y tuong - Luc suy rong
14.1.5.1. Lién két ly tuong

Néu téng cong nguyén td cua phan luc lién két trong moi di chuyén kha di
ctia co hé déu triét tiéu thi lién két dat 1én co hé dugc goi 1a lién két 1y tudng.

Goi N, 1a phan luc lién két tac dung lén chat diém M,; or, 1a véc to di

chuyén kha di ctia chét di€ém do thi theo dinh nghia trén ta c6 :
> N,.0F =0 (14-1)
k=1

Trong thuc t&€ néu cin bd qua luc ma sat va tinh dan hoi clia vat thé tao
thanh co hé thi da s6 cdc co hé thoa man biéu thic trén vsf nhu vay ching chiu
céc lien két 1y tuong. Khi phai ké dén cac luc ma sat va tinh dan héi cua vat thé
ta van dung duoc khai niém lién két 1y tudng trén day nhung phai xem cac luc do

ma sat hodc do tinh dan héi ctia vat thé tic dung lén co hé nhu 1a céc hoat luc.

Vat ran tuyét doi tu do 12 mot co hé chiu lién két 1y tudng.
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Qua vay néu ta xét mot cap chat diém M, N bat ky trong vat thi luc tac
dung tuong hd gitta ching 1a F, F' v6i F = -F'. Goi or va or' 1a cic véc to di

chuyén kha di cta chat diém M, N, ta c6 :
2 - , , — .
> N, or, =Far +For =Flor+ o).
k=1
Theo dong hoc vat rin ta ¢6 :
of =oF +OMN nghia la : 6F —oF = MN. Véc to MN c6 do 16n khong
déi nén OMN = (o7 — o7 ) vuong géc véi F. Cudi ciing suy ra F.(6F — o )=0,

N = N N - 9 N < N A . [N e 12 9
hay > N, or =0, di€u nay chiing to vat ran tu do la co h¢ chiu lién két 1y tuong.
k=1

Hai vat ran ¢6 bé mat tron nhén ti€p xtic véi nhau tao thanh mot co hé chiu
lién két 1y tudng.

Ciing dé dang nhan thay hai vat ran c¢6 bé mat tron nhén tiép xidc v6i nhau
tao thanh mot co hé chiu lién két 1y tudng.

Day mém khong dan vat qua rong roc khi bé qua su truot ciua day va bo

qua ma sat 6 truc ciing 12 mot co hé chiu lién két 1y tudng.
14.1.5.2. Luc suy rong

Xét co hé N chat diém, c6 m toa do suy rong du q,q,...q,,. Biéu thic tong

cong cua céc hoat luc trong mot di chuyén kha di nao d6 ctia co hé c6 thé viét:

Y 0A; =Y For. . (a)
k=1

k=1
Trong d6 F7 1a téng cic hoat luc tic dung lén chat diém M, ; or, 1a di
chuyén kha di cta chat diém M, tai vi tri dang xét.

Biéu dién véc to dinh vi T, va di chuyén kha di 0T, qua cdc toa do suy

rong ta co :
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o 8?k 3 afk 3 8Tk 3
=— + — b IR e — .
k aq q 1 8q q 2 a q m

1 2 qm

Thay két qua vao biéu thic (a) & trén ta dugc

N a k alrk T:k
2YOA =2 F o, +——00, + .. —oq
k=1 k=1 1 2 m

N _ O N N T
=YF —*oq, + Y F —*0aq, + .. SE—oq

k=L~ 0Q, k=1 ) k=L O0Q,
Q,00, + Q,00, + evvrvrrerenn Q.aq, :Z:Qjaqj

J=

—

. N~ Orn . .
Dai lugng Q, = YR O duoc goi 1a luc suy rong tuong tng véi toa do
k=1 ;
J

suy rong q; .

Ta c6 dinh nghia : Luc suy rong Q; ing véi toa do suy rong g; la dai lugng
vo huéng biéu thi bing hé s6 ciia bién phan tuong ting trong biéu thifc tdng cong
cuia céc hoat luc tic dung lén co hé trong di chuyén kha di bat k¥ clia co hé dé.

Ban chat vat 1y cta luc suy rong phu thudc vao ban chat vat 1y cta toa do
suy rong tuong ting. Chang han ta thuong gap :

Toa do suy rong g; 1a do dai thi Q; 1a luc; 1a géc quay thi Q; 1a m6 men luc
; q;1a dién luong thi Q; la dién thé. g; 1a dién the thi Q, 1a dién luong.

Trong thuc hanh dé x4c dinh luc suy rong Q; ta c6 phuong phéap sau day.
Cho hé mot di chuyén kha di vé6i 0q; # con cic bién phan khac clia toa do suy
rong cho bing khong, sau d6 tinh cong cua céc luc trong di chuyén d6 clia hé.

Theo dinh nghia trén ta c6 :
N n
2O0A =2 Q;0q;
k=1 =1

Vi cdc bién phan 0q # 0q; déu triét tiéu nén bicu thitc trén viét duoc :
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>.0A; =3Q00,
=1 j=1

Tur day suy ra bi€u thitc xdc dinh luc suy rong Q; ;

N
> OA;
— k=1
="
Thi du 14.1 : Xac dinh luc suy rong tuwong tng véi toa do suy rong cua hé

con lac vat 1y kép biéu dién trén hinh (14-5). Cho biét trong lugng ctia méi con
lac déu bing P va dat tai diém giita C1, Ching tlr ciia cdc con lac ; Do dai cla

mobi con lacla 1.

Bai giai : /
Chon toa do suy rong du cua hé 1a cac goc ¢, ¢,

nhu trén hinh v€. Goi cac luc tuonh tnh 1a Q,, Q,. Truéc

hét xé4c dinh Q,, ta cho hé mot di chuyén kha di sao cho ¥
0@, # 0 con 0¢, = 0. Cong cua cic hoat luc P,, P, trong di  grinh 14.5

chuyén d6 tinh duoc :

gaAi = —P.%Sin 0,09, —P,Isin@,00, ;

= %PI Isin .00, = Q,0¢, .

Suy ra :

3Pl .
Ql :—7|5|n(P1 .

Dé tinh Q, cho hé mot di chuyén kha di v6i 0, = 0 con 0@, # 0. Khi dé

chi c6 con lic AB di chuyén va cong cta hoat luc trong di chuyén nay 1a :

N A 1. 1.
;aAk = _PZ'ESIn(Pza(Pz :_P'Esmq)zaq)z =Q,00, .

Suyra: Q, =—P%Sin(p .
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14.2.1. Nguyén ly di chuyén kha di
Khi co hé chiu lién két dimg va 1y twdng thi diéu kién can va di dé né can
bing tai vi tri dang xét 1a tong cong cua cac hoat luc trong moi di chuyén kha di
ctia hé tai vi tri dang xét bang khong.
S oA =Y E. f =0.
k=1
Trudc hét ta ching minh diéu kién can. Xét co hé chiu lién két dimg va 1y
tuodng. Gia st & vi tri dang xét hé can bang. Ta phai chiing minh diéu kién cin c6
la > F,.0f =0 . That vay, vi hé can bang nén chat diém M, trong hé ciing can
bang. Néu goi IEIf va Nk 12 hoat luc va phan luc lién két tdc dung 1én chat diém khao
sdttas€ co:
F*+N,=0.
Cho hé mot di chuyén kha di tai vi tri dang xét va goi oF, 1a di chuyén cta
chét diém M, ta ciing c6 thé viét :
F*.0F +N,.0r =0 .
Viét cho ca hé, nghia 1a cho k tién tir 1 dén N sau d6 cong vé véi vé clia

céc biéu thitc s& dugc :

N _ N
Y FLof + > N,.of =0.
k=1 k=1

N,.0f, =0 do d6 can phai c6

M=z

Vi lién két 1a ly tudng nén

=~
1]

1
F.or =0.
Sau day chiing minh di€u kién da.
N = N
Gia thiét co hé thod man diéu kién D F'.0F =0 ta phai ching minh ring
k=1
diéu kién nay du dé cho hé tu can bang & vi tri dang xét. That vay néu co hé thoa
man di€u kién trén ma khong can bang thi ching t6 né phai khoi dong tai vi tri
dang xét d6. Nhu vay bién thién ctia hé phai duong. dT > 0. Theo dinh 1y dong

nang ta co :
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N — —
dT =S dA: =Y F .67 +> N, .7, .
k=1

V6i hé chiu lién két ding thi di chuyén thuc dr s€ triing v6i mot trong cac
di chuyén kha di. Ta c6 dr = oF. .

Thay vao biéu thic trén ta duoc :
N N
dT =Y E*aF + > N,.0F >0
k=L k=1
Vi hé chiu luc lién két 1y tudng nén :

N —
+kZNk.6?k =0 .
=1

N —_
Chiconlai : dT =) Forf >0.
k=1
Diéu nay trdi v6i gia thi€t da néu, ching to co hé khong thé khoi dong tai
N — z
vi tri dang xét nghia 1a khi thoa mén diéu kién > N,.0f, =0 thi chic chan co hé
k=1

s€ can bang.
14.2.2. Phuong trinh can bang téng quat ciia co hé khong tu do
N, - 2 . A 2
Tir diéu kién can bang > N, .0F =0 c6 the thiét 1ap phuong trinh tong
k=1

quét cho co hé dudi hai dang toa do Dé cédc va toa do suy rong.
- Dang toa do Dé cac .

Goi X%, Y., Z.* 1a hinh chiéu cta hoat luc F* va dx,, 0y, 0z, la hinh

k
chiéu clia di chuyén OF, 1én céc truc toa do oxyz. Ta c6 thé viét phuong trinh can
bang cua hé dudi dang phuong trinh sau day:
N N
S0A, =Y FLat = (Xiox, + Yroy, +Z0z,). (14-3)
k=1 k=1
Phuong trinh nay goi 1a phuong trinh can bang tong quét ctia hé dué6i dang
toa do De cac.
- Dang toa do suy rong.
Xét hé ¢c6 m toa do suy rong du q,q,....q,,. Pi€u kién can bang cta hé cé

thé viét :
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N N
D 0A, :Z‘st' T, =;Qj8qj =0.

Néu hé¢ chiu lién két hinh hoc (h6 n6 nom) thi cac dq; 1a doc lap v6i nhau

va dé dang suy ra cac diéu kién can bang sau day :
Ql=0;Q2=0;...Qm=0. (14-4)

Cac phuong trinh (12-3) va (12-4) chinh 1a diéu kién can bing téng quat
ctia co hé chiu lién két dimg, ho n6 nom Ia 1y tudng.

Sau day la cdc bai toan thi du.

Thidu 14 .1

Xa kép gém hai doan AC va chuyén dong noéi v6i nhau bing khép ban 1€ &
C. Trén doan chuyén dong c6 luc tap trung P tdc dung theo phuong vudng goc
v6i xa tai E. Xac dinh phan luc tai géi dé di dong B. Kich thudc két cdu xa cho
trén hinh (14-6a).

FB P
| i N
A C "E D A_’__——”‘— TSSB TSSCf\\ D
7 7 - W/%/W B C E % .
a b
> <>
L A
|
Hinh 14.6a Hinh 14.6b

Bai gidi :

Dé xéc dinh phan luc Nj ta giai phong lién két (goi tua di dong) tai B va
thay vao d6 phan luc Ng.

Cho hé di chuyén kha di vé6i S, 8S,, 0S.; nhu hinh Ve,

Phuong trinh can bang téng quat cho hé viét duoc :

D> 0A; =N_0S, —P.8S, =0. Trong d6 :

bl . e
0S, = —I—l 0S, .Phuong trinh can bang con viét dugc :
a

2

NS, — P.g.:—lasB =0 hay N, — P.g:—lzo
2

2
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Suy ra :

N

Két qua cho ta gid tri duong ching to chiéu cua phan luc Ny chon nhu
hinh v€ 1a dung.

Thi du 142: Cho co cau chiu tic dung cdc luc can bing biéu dién trén
hinh (14-7).
Xac dinh do bién dang h ctia 10 xo néu cho Q = 100N; do cting 10 xo ¢ = 5N/cm;
r, = 20cm; 1, = 40cm; 13 = 10cm; OA = 50cm; o = 30% B = 90°.

v Q Hinh 14.7

Bai giai:

Xét hé bao gobm vat D dén con truot B. bod qua ma sat & truc va mat truot

lién két dat 1én hé 1a ding, mot phia, ho n6 nom va ly tudng.

Hoat luc tic dung lén hé gém trong luong Q,G,,G,,P va céc luc dan héi
F cta Id xo. Trong cac luc trén chi ¢6 luc Q va F lasinh cong.

Cho hé mot di chuyén kha di vé6i s 1a di chuyén ctia vat D 1am co sd. Ta

c6 thé tim duoc ci chuyén clia diém B nhu sau :
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Taco: 8@1:@
I

1

Piém ti€p xiic K gitta hai bdnh rang 2 va 3 ¢6 di chuyén 0s, v6i :

r . g 2 pe ~ N
0s, =1,0p, =205 . di chuyén géc quay clia banh rang 3 sé la
r

1
os, T,

op, = :
rl I‘.3

3
Vi thanh O;A gén vdi banh rang A nén diém A ¢6 di chuyén :

&s, =0,Adp, =12 a5 .

173

Ta c6 thé xé4c dinh di chuyén cua B thong qua Js,. Vi thanh AB chuyén

dong song phang véi P 13 tam van toc tic thoi nén suy ra :

PA _ o5, , hay : da, :EG‘SA .
PB 0s, PB
Trong tam gidc APB ta c6 : PB = L =
PA  cos30
r
Nén: 05, = L 08
r,r,cos30

Thiét 1ap diéu kién can bang cho hé nhd nguyén 1y di chuyén kha di. Ta

> Fof, =Q0s—Fos, =0 ThayF=c.h

ta duoc : Q0s —c.h r—zoés =0
r.r,cos30
Qr,r,cos30° s — 100.20.10.0,87

=1,74cm .
C r 5.40.50

Suyra: h=

2

Nhu vay hé can bang khi 10 xo bi nén mot doan h = 1,74cm.
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Chuong 15
NGUYEN LY DA LAM BE

15.1. LUC QUAN TINH VA NGUYEN LY DA LAM BE POI VOI CHAT PIEM
Xét chat diém c6 khéi luong m chuyén dong véi gia toc W duéi tic dung

céc cta luc F,F,....F. (hinh 15-1).

Phuong trinh co ban cua dong luc hoc ?qt F]
viét cho chat diém : M =
>
MW =F +E +..... F:z A >
= F
Chuyén céc s6 hang cuia phuong trinh trén
sang mot vé€ duoc : Hinh 15.1

SE +(-mW)=0. (1)

S6 hang (— m\TV) c6 thit nguyén cta luc bang tich s¢ gitta khoi luong m
vGi gia toc w, cing phuong nhung nguogc chiéu véi gia téc duoc goi 1a luc quan

tinh clia cht diém va ky hiéu 1a F,.

Céc lyc Y F valuyc F, dong quy tai chat diém vi vay c6 thé viét :

(EE,....E.E,)=0 . (15-1)

Biéu thic (15-1) biéu dién nguyén ly Pa Lam Be cho chét diém va duogc
phat biéu nhu sau :

Khi chat diém chuyén dong, cdc luc thuc su tdc dung Ién chat diém (bao
gobm cdc hoat luc va phan luc lién két) ciing véi luc quén tinh ctia né tao thanh

mot he kluc can bang.
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Diéu kién can bing cua hé luc biéu dién nguyén ly Pa Lam Be cho chat
diém viét duoc :

XX =X+ X, + ... + X, +X, =0.

XL =7,+7,+ ....... +7,+Z,=0.
Trong do :
X, Y, Z vaX,, Yy, Z,lacic hinh chi€u cta luc F, thuc su rdc dong len

chét diém cua luc quén tinh Ieq lén céc truc oxyz.

Chuy:

1. Luc quéan tinh Ieq khong dit 1én chat di€ém, d6 1a luc tudng tugng thém
vao dé c¢6 nguyén ly Da Lam Be. Thuc t€ luc quén tinh dat vao lién két cua chat
diém. Thi du khi budc mot vat nang vao dau mot sgi day va quay thi Iuc thuc su
tac dung 1én vat trong truong hgp nay chi cé trong luc, luc cang ctia day, luc can
khong khi, con luc quan tinh cta vat lai dat 1én sgi day va c6 xu hudng duat day.

2. Khi chat diém chuyén dong cong, gia toc clia chat diém c6 hai thanh
phan tiép tuyén va phap tuyén do d6 luc quan tinh ciing c¢6 hai thanh phan tuong
ung. Taco:

W=W"+W".

Foe=—mMW=-mW*-mW"=F +F_.

Trong d6 luc quan tinh tiép tuyén IEqi c6 phuong tié€p tuyén véi quy dao co

LN A N s ~, R A 2 A, R P dv N

chiéu phu thudc vao tinh chat chuyén dong cua chat diem. Néu W = pm >0 thi
luc quén tinh ti€p tuyén nguoc chiéu vé6i van toc cua chat diém.

W' = pr < 0 thi lyc quén tinh ti€p tuyén cung chiéu véi van toc cua chat

diém. Vi vay gia t6c phdp tuyén W" luon luon cliing huéng vao tam ctia dudng

conh tai vi tri dang xét nen F; luon luon c6 chiéu huéng tir tim dudng cong ra

ngoai vi thé ! dugc goi la lyc quén tinh Ly tam (hinh 15-2)
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Hinh 15.2

Nho nguyén ly Da Lam Be ta c6 thé giai thich cdc bai dong luc hoc cua
chat diém béing phuong phap gidi bai todn can bang cua hé luc dong quy da biét
trong tinh hoc.

Thi du 15-1

Mot bong den c6 trong luong P treo

trén tran cua toa tau dang chay. Tai mot thoi

diém nao d6 ngudi ta thay day treo den léch TA a

di so v6i phuong ding mot goc o.. Tinh gia F

toc cua tdu tai thoi diém d6. Tinh luc cang

ctua day (hinh 15-3).

Bai giai : Hinh 15.3

Xét chuyén dong ctia béng den. Goi gia toc clia bong den 1a W ta ¢6 : cdc
luc thuc sy tdc dung 1én bong den 1a trong luc P, luc cang T cla day. Luc quén
tinh ctia bong deén 1a :

F=TW.

g

Theo nguyen 1y Da Lam Be c6 :

B.TE) o

Hé luc nay gébm 3 luc déng quy ta c6 thé thiét lap diéu kién can bang clia
chiing bang tam gidc khép kin nhu trén hinh (15-3b).

Tu tam giac luc nay suy ra : F, = Ptga.

Hay mw = ptgo. = mgtga;
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w = glgaL.
Tai thoi diém xét coi béng den 1a can bang twong d6i trong toa tau do d6
gia téc ctua bong dan ciling chinh 1a gia tdc cta toa xe.

Cuoi cung luc cang T tinh duge ; T = i = L P.
cosa Cosa

Ta c6 phuong chieu bi€u dién nhu hinh Ve,
Thi du 15-2 : Mot binh hinh tru chira chat long

y

quay quanh truc thiang ding vé6i van toc khong déi m,. | A n N Bl
Tim danh mat thodng chat 16ng & vi tri can bang tuong AN : | po
d6i (hinh 15-4). - M|

Bl i ]

Xét mot phan tir chat léng M nim trén mat { — — — + — — — -
thodng. gt

Gia thiét mat phing oxy cit mat thoing theo

Hinh 15.4

giao tuyén AOB di qua diém M (hinh 15-4). C4c luc
thuc su tic dong lén chat diém M gém : Trong luc P phan luc N cta phan cht
16ng con lai tdc dung Ién chat di€ém c6 hudng theo phép tuyén Mn.

Luc quén tinh cia chdt diém 1a Ieq =mW vi khoi 10ng quay déu quanh

truc quay nén gia t6c W chi gém thanh phan phép tuyén W" va luc quén tinh

—

F,. c6 phuong chiéu nhu hinh v& :
F,=F,=mo’x,
& day x 12 toa do cta diém M.
Ap dung nguyén 1y Da Lam Be cho chat diém M ta c6 :
(I3, N,Izqt) ~0.
Phuong trinh can bang ctia hé luc nay trén truc tuyén Mt viét duoc :
m X w’coso. - mgsino =0 ;

o 1a géc nghiéng cta duong ti€p tuyén vdi truc X.

2
Suy ra tgo = @ x
g
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2
Thay tga:g—y ta duoc : d_y:co_lx
X

dx ¢

Hay dy:%.x.dx .

Lay tich phan hai vé theo cac can tuong Ung ¢ :
y y

jdyzj%z.x.dx :

0 0

2
Hay y= © x2.
29
Nhu vay duong AOB la duong parabol va mat thoang cta chat 16ng 1a mot

mat paraboloit tron xoay nhan truc oy la truc doi xing.

15.2. NGUYEN LY PA LAM BE POI VOI HE

15.2.1. Nguyén Iy
Xét hé gébm n chat dién : M;,M,, ........ M
Téch mot chat diém M, ra xét. Goi F va F} 1a téng céc noi lyc va téng
céc ngoai luc tdc dung lén chat diém. Néu chit diém chuyén dong véi gia toc

—

W, thi luc quén tinh clia chat diém s& 1a F,, =—-m W,.

Ap dung nguyén ly Pa Lam Be cho chat diém ta c6 :

[Fi.FeFy) o

Cho k tién tir 1 ... n ta duoc n hé luc can bang viét theo dang trén. Tat ca
céc hé luc d6 hop lai thanh mot hé luc can bang :

Fi.Fe.Ey) o (k=1....n) (15-3)

Biéu thic (15-3) biéu dién nguyén ly Pa Lam Be doi v6i hé va dugce phat
biéu nhu sau :

Khi hé chuyén dong cdc luc thuc su tdc dung l1én hé (ké ca noi luc va
ngoai luc) cling véi luc quén tinh ciia hé tao thanh mot hé luc can bang.

Hé luc bi€u dién boi biéu thic (15-3) 1a hé luc bat ky trong khong gian va

vy diéu kién can bing ctia hé c6 thé viét nhu sau :
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S +F 4 )-0:

ki=1

g:[mo(r:|i<) + mo(r:f) + mo(r:qtk)]=0 :

ki=1

N
Vi > F =0 nén phuong trinh con lai :

ki=1

S (Ee + R%)=0;

ki=1

N - -

> [m (Be) + M%) =0 (15-4)
ki=1

Trong d6 R™ va M¥ 1a véc to chinh vd mé men chinh luc quén tinh clia

Néu viét duéi dang hinh chiéu ta c6 6 phuong trinh sau :

> X +X" =0;
>Y +Y® =0;
> Z;+Z% =0;

>m (F)+M¥ =0;

Zmy(FE)+ M;‘/t =0;

>m (F7)+M¥ =0.

Trong d6 : X,°, Y,*, Z°, X9, Y4, Z% ]a c4ac thanh phan hinh chi€u lén
céc truc oxyz clia ngoai luc F° va véc to chinh ciia luc quan tinh R™ con
m, (IEE), m, (Izlf), m, (IEE) va M* , M* , M,* 1a m6 men d6i véi ba truc oxyz
cuia ngoai luc Iff va mo men chinh cua luc quan tinh déi véi ba truc.

Ciing nhu d6i v6i chat diém nguyén ly Pa Lam Be doi v6i hé cho ta
phuong phap giai cac bai toan dong luc hoc cho hé theo phuong phép tinh hoc va
duoc goi la phuong phap tinh dong....Phuong phap tinh dong dugc dp dung rong
rai dé giai cdc bai todn dong luc hoc dic biét 1a nhitng bai todn x4c dinh céc

phan luc lién két. Khi st dung phuong phdp kho khan chinh la viéc xac dinh véc
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to chinh R® va m6 men chinh, M_%. Sau day s& trinh bay két qua thu gon hé luc
quan tinh trong mot s6 truong hop dac biét.
15.2.2. Thu gon hé luc quan tinh
15.2.2.1. Thu gon hé luc qudn tinh ciia vdt rdn chuyén dong tinh tién
Cac chat diém trong vat cé gia toc nhu nhau va bing gia t6c khoi tam :
W, = VU (k=1..n).
Khi thu gon hé luc quan tinh vé khéi tam C ta dugc :
RY =3 m, W, =MW, ;
. B - . - D
MT =—> mc(mka): —> T xm W =Mrf_xW_=0.
Vi T, =0 do ta chon C lam tam thu gon.
Nhu vay trong trudng hop vat chuyén dong tinh tién hop luc cua céc luc
quén tinh bing véc to chinh R® = —MW, va di qua kh6i tam C.
15.2.2.2. Thu gon hé luc qudn tinh ctia vdt rdn chuyén dong quay quanh mot
truc c6 dinh di qua khai tam C
Goi van toc va gia toc cua vat law vaetaco :

RY=>-mW, =-MW, =0 vi W, =0.
M = émcz (ﬁqt)z émcz (I*:th)+ émcz (Ifnqt) :
Cac luc quan tinh phép tuyén luon luon di qua truc quay do d6 :
Zk: m (lfnqt )= 0 .Tacé:
N .
M% :Elmcz(Fft):—demkdks=—J028.

M, *=-J¢.
Vi J, 1a mo6 men quan tinh cta vat doi véi truc quay.
Két qua thu gon hé luc qudn tinh cua hé chuyén dong quay quanh mot truc
di qua khoi tam la :

» L N qt _
RI=0vaM,"=-J.,.
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15.2.2.3. Thu gon hé luc qudn tinh cia vdt rdn chuyén dong song phdng

Theo dong hoc chuyén dong song phéing cuia vat c6 thé phan tich thanh hai
chuyén dong co ban 1a tinh tién theo khoi tam va chuyén dong quay quanh truc z
di qua khoi tam C vuong géc v6i mat phang co s&. Thu gon hé Iuc quan tinh véi
timg chuyén dong co ban d6 da dugc trinh bay trong hai trudong hop trén. DE
dang nhan thay khi thu gon céc luc quan tinh ctia hé chuyén dong song phang c6
két qua sau :

RY=—MW_ vaM_%=-J e

trong d6 M va J , 1a khoi lugng va mo men quén tinh ctia hé doi véi truc
quay cz. W, va ¢ la gia t6c khoi tam va gia toc goc cua hé.

Sau day giai mot so bai toan cé van dung nguyén 1y Pa Lam Be cho hé.

Thi du 15-3:

Hai vat A va B ¢6 trong luong P, va P, lién két v6i nhau bang mot soi day
khong dan trong luong khong dang ké. Hai vat chuyén dong trén mat phang nim
ngang c6 hé s6 ma sét f nho tac dung luc Q vao vat B theo phuong ngang ( hinh
15-5). Xéac dinh gia toc cua hai vat va luc cang cta sogi day.

Bai giai :

Xét hé gom ca hai vat. Cic luc ngoai tic dung 1én hé gom trong lugng

P.,P,, phan Iuc phdp tuyén N ,N,, luc ma sat truot F,,F, va luc kéo Q.

N, N, N,
E," B E' A Q E," T
¥ (i G 7
PZ Pl P2
a) b)
Hinh 15.5

Goi luc quén tinh dat len vat A vaB1a F% F® tacé:

. P P .
qu :_Elwli ;t:_gz 2
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—

véi W, =W, =W .

Theo nguyén 1y Pa Lam Be ta c6 :

(,.P,,N,,N,,F,,F,,Q,F* F¥)=0

Cic luc ndy dugc biéu dién trén hinh (15-5a). Phuong trinh can bing theo
phuong truc ox nam ngang viét duoc:

Q-F—Ff —F, -F =0,

P P (p, + P )F =o0.

hay Q=-

Suy ra gia toc hai vat :

(o
"7t

Tur két qua tim duoc nhan thdy vat chuyén dong khi :

f<[ Q j
P, +P,

Dé tinh luc ciang T cla day ta phai tich mot trong hai vat ra dé xét chang

han xét vat B. Cac luc thuc su tic dung lén vat B 1a : (Isz, NZ,IEZ,Q,'T'). luc quéan
tinh 1a F*. C4c luc nay duoc biéu dién trén hinh (15-5b).

Ap dung nguyén 1y Pa Lam Be ta c6 :

(P, N, R, Q, T, F%)~0.

Viét phuong trinh ctia hé can bang nay 1én phuong ngang ta co:

Q-T-F,-F%=0

Q'T‘Pz-f'p2ﬂ=0

g
Thay gia tri tim dugc cia w vao phuong trinh trén tinh duoc :
= QP]'
P, +P,

K&t qua cho thay luc cang cua day khong phu thuoc luc ma st.
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Thi du 15-4:

Thanh dong chat c6 chiéu dai 1, trong luong P . Pau A dugc giit bang khép
ban 1€ va dau B dugc giit bang soi day (hinh 15.6). Xdc dinh luc cang T cla day
BD khi truc quay déu véi van toc o,

Cho biét géc hop boi gitra thanh AB va truc quay AD la o.

Bai giai:

Xét chuyén dong cua thanh AB. Cic luc ngoai tac dung 1én thanh la:
Trong luc P, phan luc R, va luc cing T cua day. Goi hop luc cua cdc luc quéan
tinh 12 R % . Theo nguyén 1y Da lam be ta c6:

(P,T,R,,R )~0.
Ta c6 nhan xét: Luc qudn tinh F %, cla cdc phan tir trén thanh c6 cing

phuong chiéu va ty 1& véi toa do x, cua nd.

Diéu nay cho phép vé& biéu d6 phan bo Y|
cac luc quéan tinh theo hinh (15-6). Ta nhan \ § JE

\ ) Ny DT B.” E
thady rang hop luc cua hé luc nay R = M.
— (,00
W va di qua trong tam cua tam giac ABE, \-J R
nghia 1a di qua diéem F cich A mot doan Y C xdm
bang 21/3. Dé dang tim thdy phuong trinh o

. -
can bang cho hé luc: P X

>X=-T+X, +R*=0; A xa

2Y=Y,-P=0; Z_

Hinh 15.8

> m,(F)=T.l.coso - R‘“%cosa — P%sina =0

.Thay R* =MW, = E%Sin o’ va giai hé phuong trinh trén ta dugc :
g

2
T=P ICO—(’sinoc+£tgoc :
39 2

lo? . .
Y,=PvaX,=P &Slna+£tga —Elsmoccof, :
30 2 g2
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Chuong 16

PHUONG TRINH TONG QUAT CUA PONG LUC HOC -
PHUONG TRINH LAGRANG LOAI 2

16.1. PHUONG TRINH TONG QUAT CUA PONG LUC HOC

Nhu da biét & chuong 12 va chuong 13, nguyén ly Da Lam Be cho ta
phuong phdp tinh dé gidi quyét cic bai todn dong luc hoc, con nguyén Iy di
chuyén kha di cho ta phuong phap tdng quat giai cdc bai todn can bing cla co hé
tu do. Két hgp hai nguyén 1y trén cho ching ta thiét 1ap phuong trinh vi phan
chuyén dong ctia co hé tu do goi 1a phuong trinh téng quat ciia dong luc hoc.

Xét co hé chiu lién két dimg va ly tudng chuyén dong duéi tac dung cla
céc hoat luc va phan luc lién két. Goi F°,N, 1a hoat luc va phan luc lién két tac
dung Ién chat diém M, . Nguyén 1y Pa Lam Be cho chat diém M, co6 thé viét ;

F+N, -mW, =0. (a)

=

Dy

Cho hé di chuyén kha di, goi oF, 1a di chuyén ctia chat diém M, . Nhan hai
v€ cua phuong trinh (a) v6i OF ta dugc

Feor + N, oF, —m, W, af =0. (b)

Viét phuong trinh (b) cho tat ca cdc chét diém trong hé nghia 1a cho k = 1
... N ta s€ dugc hé¢ N phuong trinh :

F*oF. + N,0F —m W,oF =0 ;

For, + N,oF, —m,W,éF, =0 ;

FoF, + N af —m W or =0 .

Tién hanh cong v€ véi vé€ cia hé N phuong trinh trén ta duoc :

N N N N
Z IjaFk +2Nka_rk _kawkafk =0 . (c)
k=1 k=1

k=1

Vi lién két dat 1én hé 1a lién két Iy tudng nén s6 hang tha hai trong phuong

N —
trinh (c) triét tiu: > N, of, =0.
k=1
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Cudi cung ta co :

N N -
z or. —> mW,or, =0

k=1
N — —
Hay : > (F' —m,W,)or, =0 (16-1)
k=1
Phuong trinh (16-1) 1a phuong trinh vi phan chuyén dong ctia hé dugc goi

12 phuong trinh téng quét ctia dong luc hoc dudi dang véc to.

Ciing ¢6 thé viét phuong trinh nay dudi dang toa do Dé cic sau day.
N N N
kZ.(Xi —m, X, )X, Jrkz.(Yka -m.,y,)oy, + kZ.(Zi -m,Z,)oz, =0 (16-2)
=1 =1 =1

Tur cac phuong trinh tong quat clia dong luc hoc ta thay khi co hé chiu lién
két dimg va ly tudng téng vi phan cong cua cdc hoat luc va cdc Iuc quén tinh

luon luon bang khong. Ta ¢6 :
N N
S OA +3 0A" =0 (16-3).
k=1 k=1

Thi du 16-1

Truc cta bo diéu chinh ly tam dat

thang diing va quay véi van toc géc ®

(hinh 16-1). Trong luong ctia moéi qua
vang la P, = P, = P. Trong lugng cua con
truot CC,la Q. X4ac ding géc a cua thanh
A0, va A,0O, hop v6i truc quay la ham

theo van toc géc . Cho A0, = A,0, =
1;0,B,=0,B,=B,C,=B,C,=a

Bai giai :

Xem bo diéu chinh bao gbm qua

vang A,A, va con truot 1a mot co hé. Néu .
) Hinh 16.1

bd qua luc ma sat & cac O truc va cac

khép noéi ta c6 thé xem co hé nay chiu lién két dimg va 1y tudng. Cac hoat luc tac

dung 1én hé bao gom trong luong ctia cidc qua vang va con truot la |31, I?’2 va Q.

Khi hé quay 6n dinh véi van toc géc o thi luc qudn tinh clia hé chi bao gém cac
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F* cta hai qua vang. Do d6i xtng céc luc quan tinh nay

luc quan tinh ly tam F*,F;

c6 tri s6 bang nhau va bang :

L. P,
F'=F'=—o’lsina .

g
Phuong trinh tdng quét cua dong luc hoc viét dudi dang toa do Dé cac da
chon nhu hinh vé 1a :

P,0x, + P,0x, - F,%0y, + F,*0y, + Qdx, = 0.
Dé x4c dinh cdc bién phan clia toa do tir hinh vé ta ¢6 :
X, =X, =lcosa ;
y, =-y, =-Isina ;
X, = 2acoso..
Suy ra: 0x, =0x, = -Isina..0a;

0y, =-0y, = -lcosa..0a;

Ox. = -2a.sina..0q,;

Thay cac két qua vira tim dugc vao phuong trinh thiét lap & trén :

— 2P.2asin ado + qu sin a.lcosada — 2Q.sinada. =0 .

g
Suy ra :
cosa:w :
Pl'o
Pl + Qa
Hay : a =arccos—,—-¢ .
Y PI?w? J

Vi cosa < 1 nén ciing tir két qua nay suy ra :

(02 ZM
PlI’w’

Dé c6 gbc tach o cho trudc van toc géc cla truc bao gid ciing 16n hon

hoac bang ,/%g :
Pl‘w
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Thi du 16-2

Co cdu nang ha c6é két cau biéu
dién trén hinh (16-2). Bianh xe 1 ¢6
trong P,, ban kinh quén tinh p,. Banh xe
2 c6 trong P,, ban kinh quan tinh p,. Xac

dinh gia toc cta vat nang A c6 trong

luong Q khi ta tic dong 1én banh xe mot 3s,

mo men quay M. AI]]:D]] ?“’1
Bai gidi : 0 E&
Xét he gom banh xe 1, banh xe 2
ét h¢ gom banh xe 1, banh xe Hinh 16.2

va vat ning A. Coil ma sit trong truc
banh xe la khong ding ké thi lien két dat 1én hé 1a lién két ding va Iy tudng.
Phuong trinh vi phan chuyén dong ctia hé duoc viét dusi dang phuong trinh tong

quat ctia dong luc hoc.
n N -
> For, —> .m W, or =0
k=1 P}
Hoat luc tic dung l1én hé bao gobm mo6 men M va cic trong luc I31, I32 Q.

Khi hé chuyén dong, céc luc quan tinh tic dung lén he bao gém F*,M* M%

Luc quén tinh cia vat A c6 thé xdc dinh:  F* = —Q\TV

g A

Cadc mo6 men lyc qudn tinh cha banh xe M =—2p’e ;MI =—2p’,.

O day W, la gia toc clia vat A ; g, va g, 1a gia toc cua géc cua banh xe 1

va 2. Theo két cdu ciahé tacd: g =—"5e, =—W

oo m, "
Cho hé mot di chuyén kha di vé6i di chuyén s, ciia vat A 1am co s6. Theo
két céu ta ciing suy ra di chuyén ctia cac banh xe 1a :
08, r

1 r , aq)z =r—la(|)

o 0S ,
rr

o

2 2

Phuong trinh tong quat ctia hé dong luc hoc viét cu thé s 1a :



Q PL 2 3, P 5, 1 I 08,
-Qos, ——W, 08, ——pjg,— ——=pye,— 05, +M=—==0.
g g r g I, r, T
2
Hay : ~QU—2) ~pr e P pr by im B o
g g r g “re, I,
Suy ra :
LM—rQ
W, =— =
pl p2 1
rRQ+-—*+P+-*=P
r rr

16.2. PHUONG TRINH LAGRANG LOAI II

Phuong trinh trinh téng quat cia dong luc hoc viét duéi dang toa do suy

rong duoc goi la phuong trinh Lagrang loai 2.

Xét hé chiu lién két dimg va 1y tudng. Phuong trinh téng quat ctia hé 1a

N ~ N N -
> .(FF=mW,)aT, =0 , hay: > .F%F, —>.m WF, =0.
k=1 k=1

k=1

N m
Nhu da biét & chuong 14 ta c6 thé thay : Y F'af, =) .Q.0q,
k=1 =

O day Q; 1a luc suy rong ting voi toa do suy rong q; .

Dé c6 phuong trinh Lagrang loai 2 ta con phai bién déi truc ti€p s6 hang

m, W, a7 sang toa do suy rong. ta c6 :

=~
Il MZ
N

i er <% o, oF 0 & O

> m,Wr =3 m W, (3 S 0g ) = 3. (U m, W, S ),

k= e, j | 8qj

O trén da thay : or, = —k@qj or, o, + .. or, o, +%
aq1 aqz aqm at

=l

N -
bat > m W, 8_k = Z;ta s& dua phuong trinh vé dang:
k=1 q.
j

Zm War _ZZ(’}q
k=1

Sau day tim biéu thic cta Z; :



N 8? d o Sy d  or,
- m _—=
Z aq1 dt(; “ kaql kz; ‘ kdt(aql)
df, or,  oF, o ot
Thay v, = — 0, +—0, +..... —q,+—=
dt aql oq, oq, " ot
~ i@r . on
vV, =
K _18q 47 ot
Tur két qua nay suy ra hai biéu thic sau :
or, oV
= (©)
aq; aq;
Thay :
or . 0T o°T, 0°T 0%t
d( ) = g, + <, e + g, +—=
dt aq aqjéq1 aqjaq2 8qjaqm otoq,
0%t 0°T m oF, or, v
=3 S g e o O3 Mgy T 2T
= aqjaqjJ otoq; oq; i aqjJ o’ g,
d or, ov,
S (e
uy ra dt(a) o, (2)
Thay két qua tim dugc tir bicu thiic (e) va (g) vao bicu thiic cia Z; ta dugc :
d N v, N v,
—— —X)_ m S
d o0 N Vi o9 Vi
= m v, £ —C.m ) .
dt aqj(kzzl k 7k 2 aqj(Z k 2)
d oT oT
Hay: Z) = (=) -~
dt "oq aq

Thay két qua tim duogc vao phuong trinh (d) ta c6 :
N m m

> R, Zm W,or =>.Q,0q, - >..Z,.09,=0.
=1 =1

d oT, oT
()= 1. 16-4).
dt(aq ) a, Q;(J=1...m) (16-4)
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Hé phuong trinh dang (16-4) duoc goi la phuong trinh Lagrang loai 2.

Trong d6 T la dong nang cta hé. Q; 1a lyc suy rong tng vdi toa do suy rong ;.

Trong truong hop luc hoat dong 1a luc ¢6 the€ Q, = _86_75 thi phuong trinh
i
(16-4) tré thanh :
d oT oT on

E(aqj)_aq. =— (j=1..m). (16-5)

]

Can chu y rang @:O, do dé6 :
j

d, oT on oT on
) - (-2 )=0
dt aqj 6qj aqj

NéudatT-n=L (q;, ¢,,t) thi phuong trinh Lagrang loai 2 ¢6 dang :

d oL oL )

— (=) -—=0 (j=1..m). 16-6
dt(aqj) o, (i ) (16-6)
Thi du 16-1

Mot tru tron dong chat c6 khoi lwong M chuyén dong lan khong truot trén
mat phang nghiéng clia lang tru hinh tam gidc c6 khoi luong m va c6 géc
nghiéng v6i mit ngang 12 o. Ling tru c6 thé truot trén mit ngang nhin
(hinh 16-3). Lap phuong trinh vi phan chuyén dong ctia co hé.

Xét hé lang tru va tru tron.

N P e YA
Co hé chiu lién két dung, gitt, ho
nod nom va ly tudng. Hoat luc tac
. A
dung lén hé gom c6 : Trong luc
X

P va Q cua tru tron va lang tru

e pd N N z O ‘ Q X
tam gidc. Cac luc nay la luc c6 -1 7 >

thé€. Néu chon hé toa do suy rong
dii chia he 13 q, = x va q, = s (hinh Hinh 16.3
16-3) ta thay hé c6 hai bac tu do va phuong trinh Lagrang loai 2 ¢6 thé viét du6i

dang :



tru.
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d oT. oT d
(- (a)
dt axj axj axj

d oT oT 0
(- (b)
dt ésj 0S. 0S.

J J

Thé nang cla hé dng véi luc P tinh nhu sau :

n(P) = -Mg.sino..s + C, v6i C, 1a hdng s6.

Thé nang clia hé ing véi luc Q 1a mot hing s6

(Q) = const = C,

Thé nang cta ca hé © = - Mg.S.sina. + C ; Cla hing s6

@:0 va on

— =-Mgsina
OX oS

Suy ra :

Pong nang cta hé bao gobm dong nang cua tru tron va dong nang cua lang

Lang tru chuyén dong tinh tién nén dong ning ctia né co thé viét :

mVv? mx®
Tl = =
2 2
Tru tron chuyén dong song phang nén dong nang tinh duoc :
\% ] o’
tr 2 0 2
V, 1a van toc tuyét doi cua truc tru tron.
V,=V, +V
Suy ra :

V, =V_+V, =Xx+Scosa
Vy, =V, +V,, =y+Ssina

Vg =V, + Vg =(X+Scosa)® +(y + Ssina)®

= %2 +$5? +2%*S? cosa.

Ve Vv 8 MR?

® =—=—-vam =—conlJ,=
R R R R®

Thay cdc két qua trén vao biéu thiic clia dong nang hé ta duoc :
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2 MR?Z ¢

The = R2

+%[(X +Scosa)?® + (Y +Ssin a)2]+
W

) .2
:(M+m)x—+3—MS—+ M xScosa. .
2 2 2

oT . oT _ oT

Suyra:——0,—:0;—.:(M+m)X+MSCOSOL
OX oS OX
i(ﬂ)z(Mer)iuMécowc
dt ox
Q:B—M&L MXCOSQ;E(£)=3—MS+ M cosa
os 2 dt " os 2

Phuong trinh vi phan chuyén dong cta hé phuong trinh Lagrang loai 2
nhan duoc :
(M +m)% + MScosa=0;

%&L M5 cos o. = Mg sin .

Tu hé phuong trinh trén ta tim duoc :

< Mgsin 2a
3(M +m) —2Mcos® a

_ 2(M+m)gsina
3(M +m) —2Mcos® a

Néu ban dau hé ding yén thi sau do6 tru tron lan xuéng con lang tru trugt
qua phai. Cac chuyén dong déu 1a chuyén dong bién doi déu.

Thi du 16-2

Con lac eliptic gom con trugt A va qua ciu B 4
noi véi A bang mot thanh treo AB. Cho biét khoi

luong cua con truot m,, khoi luong cta qua cau la

m,, khoi luong thanh treo khong dang ké. Con truot ,—1—1? y
A c6 thé truot theo phuong AY trén mit phang 777 l \ .
ngang nhin. Con lic AB c6 thé quay tron quanh truc ®

A trong mat phang thang ding oxy (hinh 16-4). | B

Thiét 1ap phuong trinh vi phan cta hé. Hinh 16.4
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Bai giai
Xét hé goém con truot A va con lac AB.

C6 thé chon hai toa do suy rong du ctia hé 1a :

4=y VvVaq,=o.

Phuong trinh vi phan clia hé ¢6 thé viét dudi dang :
d or, oT

SED-2=0,

dt oy" oy

d or, oT

SEH)-2=q,

dt op~ oo

V6i T la dong nang cua he, Q, va Q, 1a céc luc suy rong ing véi toa do

suy rong la y va o.

Viét :

Cac hoat luc tac dung Ién hé¢ gom I31 va I52 déu 1a c4c luc ¢ thé nén c6 thé

on __@.
Qy_ ay,Q(P a(p

Thé niang cua hé c6 thé tinh nhu sau :
T = -m,g.X + const = -m,glcosp + const.

on . on )
Suy ra: —azQy =0 va —%zQQ =m,glsine

Pong nang ctua hé T=T,+ T

, mV: my’
Pong nang cua con trugt : T, = 12 A= 12y
m\V: m

Pong ning cua qua cau : T, = = 71()(25 +VY2).

2
V6i xg =lcosp va X, =—lpsing ; yg=y+Isinp va y, =y +Ipcose

Taco:

_m2 . 2 . . 2 _& 22 .2 o
TB—7(—|(pSIn(p) +(y+Ipcose) | = 5 (IF'e® +y* + 2lypcos ).

Biéu thitc dong niang ctia hé thu dugc :
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. 2

m
+ 72(|2('p2 +y? + 2ly¢p cos ¢).
T d6 suy ra : Z—T:m2|2¢+m2|yCOS(P;
¢

d oT

— () =m_1%p+m.Iycoso—m_lypsing ;

oT : : .
@ =(m,+m,)y+m,Ipcose;

d oT .. . Lo .
a(a) =(m, +m,)y+m,I(Hcose—¢*sine);

or

__O’
o

oT .
%:—mzlo(pysm(p.
Thay cac gia tri tim duoc vao phuong trinh vi phan cua hé ta duoc :
m2I26p+ m, Iy cose —m lypsing + m, lypsing=-m_glsing ;
(m, + m,)y +m_lpcose —m,lp?sing=0.

Sau khi riit gon duoc phuong trinh vi phan chuyén dong cua hé :
I + cosey +gsing=0;

(m, + m,)y +m,lpcose —m,l¢p* sing
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